43. Prace v lambda kalkulu
(demonstrace reprezentace Cisel a
pravdivostnich hodnot a operaci nad
nimi).

Odkaz na video: SZZ: Lambda kalkul - definice pravdivostnich hodnot a prirozenych gisel

Video pokryva témata: Definice pravdivostnich hodnot a pfirozenych cisel v lambda kalkulu.
Pravdivostni hodnoty. Logické spojky. Ternarni operator. Komplikovanéjsi definice
pravdivostnich hodnot a logickych spojek. Potouchlejsi definice pravdivostnich hodnot a
logickych spojek. Prirozena ¢isla. Operace naslednika. Test nha nulu. Operace predchladce.
Usporadané dvaojice. Scitani. Od¢itani. Nasobeni. Rekurze a pevny bod. Operator pevného
bodu. Dno. Rekurze - obecny navod a nasobeni. Rekurze - celociselné déleni.

Reprezentace pravdivostnich hodnot v lambda
kalkulu

Pomoci lambda vyrazl je mozné nadefinovat pravdivostni hodnoty T (true) a F (false) mnoha
ruznymi zpusoby. Ukazeme si jich nékolik.

e LETT=AXxy.Xx
o pravdivostni hodnotu true definujeme jako lambda abstrakci o dvou proménnych,
ktera vraci prvni argument a druhy zahazuje
e LETF=Axy.y
o pravdivostni hodnotu false definujeme jako lambda abstrakci o dvou
proménnych, ktera vraci druhy argument a prvni zahazuje

Pozn.: Ob¢as zaznivaji dotazy, pro¢ definujeme pravdivostni hodnoty pravé takto, jaky ma
zrovna tato definice vztah k fenoméniim pravdy a nepravdy. Je to ale totéz jako se ptat, pro¢
abstraktni ideje pravdy a nepravdy zastupujeme pravé shlukem pismen “pravda” a “nepravda” a
ne néjakym jinym. Vztah mezi oznacovanym (koncept nepravdy) a oznacujicim (lambda vyraz
(A xy.y)) je zde naprosto arbitrarni. Podstatné je zde pro nas pouze to, aby v souladu s témito
definicemi bylo dale mozné rozumné definovat operace pracujici s pravdivostnimi hodnotami,
ternarni operator apod.

Vyrokoveé spojky. Pomoci vyse uvedenych definic Ize definovat libovolnou z 16 binarnich
vyrokovych spojek a unarni negaci. Budeme se snazit splnit nasledujici pozadavky:
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vyrokovou spojku definujeme jako lambda abstrakci pfijimajici ocekavany pocet
argumentu dle jeji arity

poéitdme s tim, Ze tato lambda abstrakce bude na vstup pfijimat libovolnou kombinaci
pravdivostnich hodnot (tzn. v libovolném poradi je tato lambda abstrakce aplikovana
na libovolné pravdivostni hodnoty, pfiemZ pomoci beta redukci bude mozné spojku pro
tyto vstupy vyhodnotit)

tato lambda abstrakce by méla fungovat tak, Ze pro dané vstupy spravné vyhodnoti
danou vyrokovou spojku dle jeji definice ve vyrokove logice

vysledkem bude vzdy opét lambda vyraz odpovidajici T, nebo F dle nasi definice

PFi konstrukei logické spojky v lambda kalkulu musime pocitat s tim, jak méame nadefinované
hodnoty T a F. V nasem pfipadé T vraci prvni argument a druhy zahazuje, F vraci druhy
argument a prvni zahazuje, tedy napf. pfi konstrukci spojky AND (konjunkce) muzeme uvazovat

takto:

spojku AND definujeme jako LET AND =Aab.a XY, kde X Y jsou dosud nezname
lambda vyrazy, které budeme hledat
pokud a =T, pak:

o v téle lambda abstrakce ziskdame TXY=(Axy.x) XY

o po provedeni beta redukci (AXy .X) XY =g (Ay . X) Y =5 X

pokud a = F, pak:
o v téle lambda abstrakce ziskame FXY=(Axy.y) XY

o po provedeni beta redukci AXy .y) XY =g (Ay.y) Y -5 Y

pokud tedy a=T, pak AND ab=Xapokuda=F,pak ANDab=Y
zvolime tedy X, Y tak, aby tento vysledek vyhovoval oéekavanému vysledku
spojky AND
vyhodnotime a AND b postupné pro pevné zvolené hodnoty a:
o TANDb=b,tedy X=b
o FANDb=F,tedyY=F
konecné tedy ziskavame LET AND=Aab.abF
o pokud je prvni argument AND zvolen jako T, vracime druhy argument
o pokud je prvni argument AND zvolen jako F, vracime F

Funkcionalitu si mizeme ovérit:

ANDTT=(Aab.abF)TT-s(Ab.TbF) T TTF=(Axy.xX)TFas(Ay.T)F -
T
ANDTF=(Aab.abF)TF-s(Ab.TbF)F>s TFF=(Axy.xX)FF-s(Ay.F)F -
F
ANDFT=(Aab.abF)FT-s(Ab.FbF) T FTF=Axy.y)TF>s(Ay.y)F-p
F
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e ANDFF=(Aab.abF)FF-s(Ab.FbF)FagFFF=(Axy.y)FF-s(Ay.y)F -
F

Podobné nadefinujeme dalsi spojky:

e OR (disjunkce)
o ocekavame:
m TORb=T
m FORb=bD
o LETOR=Aab.aTb
m vdimnéme si, Ze tato definice disjunkce neni v normalni formé, Ize provést

n-redukci a obdrzethab.aTb=Aa.(Ab.aTb)-,Aa.aT. Ovéite

si, Ze disjunkce bude fungovat i takto jako lambda abstrakce s jednou
proménnou, ov§em pro pfehlednost zde tuto spojku nechame ve tvaru
lambda abstrakce se dvéma proménnymi
e NOT (negace)
o octekavame:
m NOTT=F
m NOTF=T
o LETNOT=Aa.aFT
e XOR (exkluzivni soucet)
o octekavame:
m TXORb=NOTb
m FXORb=b
o LETXOR=Aab.a(NOTb)b
e EQ (ekvivalence)
o ocCekavame:
m TEQb=b
m FEQb=NOTb
o LETEQ=Aab.ab(NOTb)

e o (implikace)

o T=b=b

o F=>b=T

o LET=>=Aab.abT
e <« (zpétna implikace)

o Teb=T

o Feb=NOTb

o LET«=Aab.aT(NOTDb)
e NAND (negace konjunkce)
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o TNANDb=NOTDb
o FNANDb=T
o LETNAND=Aab.a(NOTh)T
e NOR (negace disjunkce)
o TNORb=F
o FNORb=NOTbD
o LETNOR=Aab.aF (NOTb)
e podobné by bylo mozné definovat i zbylych 8 binarnich logickych spojek (negace
implikace, negace zpétné implikace, identita prvniho a druhého argumentu, negace
identity prvniho a druhého argumentu, tautologie, kontradikce), vhodné na procviceni

Ternarni operator. Ternarni operator (?:) definujeme jako lambda abstrakci o tfech
promé&nnych. V pfipadé prvni z nich o¢ekavame pravdivostni hodnotu. Pokud je tato
pravdivostni hodnota T, vracime druhy argument, jinak tfeti argument

o (70)
o LET(?:)=Aabc.abc
m (2)TAB=(Nabc.abc)TAB-g(Abc.Tbc)AB-pg(Ac.TAC)B

s TAB=(Axy.x)AB-g(Ay.A)B-gA

m (Z)FAB=(Aabc.abc)FAB-g(Abc.Fbc)AB-pg(Ac.FAC)B
spFAB=(Axy.y)AB-sg(Ay.y)B-4B

m vSimnéme si, Ze tento lambda vyraz zdaleka neni v normalni formé, Ize

provést aZ dvé eta redukce A\abc.abc->;Aab.ab-,Aa.a,

pricemz ternarni operator pii této definici T, F Ize zavést | takto jako
obycejnou identitu jednoho argumentu

e (Aa.a)TAB-3TAB=(Axy.x)AB-pg(Ay.A)B-pA
e (Aa.a)FAB-sFAB=(Axy.y)AB-pg(Ay.y)B-pB
m pro jednoduchost budeme misto (?:) xy zpsatx?y:z

Exoti¢téjsi definice pravdivostnich hodnot v lambda kalkulu

Ukazme nékolik dalsi definic pravdivostnich hodnot:

o LETT=AXxy.xy
o pravdivostni hodnotu frue definujeme jako lambda abstrakci o dvou proménnych,
ktera ponechava argumenty v puvodnim poradi

o tuto definici ze upravit pomoci n-redukce A x y . x y -, A x . x, ovSem pro

pfehlednost budeme pouZzivat se dvéma argumenty
e LETF=AXxy.yXx
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o pravdivostni hodnotu false definujeme jako lambda abstrakci o dvou
promé&nnych, ktera prohazuje poradi téchto argumentu

Na tyto definice klademe podobné podminky jako na predchozi definice. K definici logickych
spojek ale musime pfistupovat odli$né, coz si ukazeme na pfikladu spojky AND:

spojku AND definujeme jako LET AND =Aab.a XY, kde X Y jsou dosud nezname
lambda vyrazy
pokuda=T,pak ANDab=XYapokuda=F,pak ANDab=Y X
my ovéem chceme, aby vysledkem byla jedina pravdivostni hodnota, nikoliv tato
aplikace
X, Y muZzeme zadefinovat jako lambda abstrakce s jednim argumentem, ktery se vubec
nevystykuje v téle, tzn. X=(As . X’),Y=(As.Y’)
potomXY=(As.X)As.Y)=sgX a¥YX=(As.Y')(As.X)-pY’, tedy pomoci této
prebyteéné proménné budeme moci zahodit vzdy druhy z lambda vyrazt v aplikacich X
Y a Y X, pfitemz souéasné obnazime téla X’, Y’ téchto lambda abstrakci
zvolime tedy X, Y’ tak, aby tento vysledek vyhovoval oéekdvanému vysledku
spojky AND
vyhodnotime a AND b postupné pro pevné zvolené hodnoty a:
o TANDb=b,tedy X’=b
o FANDb=F,tedyY' =F
koneéné tedy ziskavame LET AND=Aab.a(As.b)(At.F)
o pokud je prvni argument AND zvolen jako T, neprohodime nasledujici dva
lambda vyrazy, pfi¢emz po dal$i beta redukci ztistane pouze télo prvniho z
nich, coz bude b
o pokud je prvni argument AND zvolen jako F, prohodime nasledujici dva
lambda vyrazy, pfiéemz po dal$i beta redukci zistane pouze télo prvniho z
nich, coz bude F

Funkcionalitu si miZzeme ovérit:

ANDTT=(ab.a(As.b)(At.F) TTog(Ab.T(As.b)(At.F)) TopT(As.T)(At
F)= (Axy.xy)As.T)At.F)og(Ay.(As.T)Y)At.F)>s(As. T)(At.F)—pT
ANDTF=(ab.a(As.b)(At.F)) TF-og(Ab.T(As.b)(At.F))F=pgT(As.F)(At
F)= (Axy.xy)(As.F)(At.F)og(Ay.(As.F)y)(At.F)-»g(As.F)(At.F)—5F
ANDFT=(Aab.a(As.b)(At.F))FTog(Ab.F(As.b)(At.F)) T—ogF(As.T)(At
F)= (Axy.yx)(As.T)(At.F)o>pg(Ay.y(As.T)(At.F)og(At.F)(As.T)=pF
ANDFF=(Aab.a(As.b)(At.F))FF-sg(Ab.F(As.b)(At.F))F-gF (As.F) (At
F)= (Axy.yx)(As.F)(At.F)->g(Ay.y(As.F)(At.F)»g(At.F)(As.F)->pF

I



Porovnejme aktualni a pfedchozi definice AND:

e LETAND=Aab.abF
o predchozi definice, T a F zahazuji jeden z argumentt a druhy ponechavaji
e LETAND=Aab.a(As.b)(At.F)
o aktualni definice, T a F pouze ponechdvaji pofadi argumentl nebo jej
prehazuji, je tedy nutné zajistit zahozeni jednoho z nich ve vlastni rezii pomoci
lambda abstrakce s nadbyte¢nym parametrem

Dalsi spojky definujeme podobnym zpusobem:

e LETNOT=Aa.a(As.F)(At.T)
LETXOR=Aab.a(As.NOTb)(At.b)
e LETEQ=Aab.a(As.b)(At.NOTb)

e LET>=Aab.a(As.b)(At.T)

LET<=Aab.a(As.T)(At.NOTDb)

LETNAND=Aab.a(As.NOTb)(At.T)
LETNOR=Aab.a(As.F)(At.NOTb)
LET(?:)=Aabc.a(As.b)(At.c)

Samoziejmé je mozné zavést pravdivostni hodnoty i vyrazné divoceji:

e LETT=AXxy.X LETF=AXxy.yxX
o pravdivostni hodnotu true definujeme jako lambda abstrakci o dvou proménnych,
ktera vraci prvni argument
o pravdivostni hodnotu false definujeme jako lambda abstrakci o dvou
proménnych, ktera prohazuje pofadi téchto argumentu a zdvojnasobi prvni
argument
o LETAND=Aab.ab(Ast.F)
e LETT=Axy.xxx LETF=AXy.yyyyyy
o pravdivostni hodnotu true definujeme jako lambda abstrakci o dvou proménnych,
ktera ztrojnasobi prvni argument a druhy zahodi
o pravdivostni hodnotu false definujeme jako lambda abstrakci o dvou
proménnych, ktera zSestinasobi druhy argument a prvni zahodi
o LETAND=Aab.a(Asis2.b)(Atitotatats. F)
e mozZnych definic je nekonec¢né mnoho

V dal$im textu budeme pracovat s elementy T, F a s logickymi spojkami, pfi¢emz budeme
predpokladat, Ze jsou vhodné definované a funguiji, tzn. odhlédneme od konkrétni definice.
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Reprezentace pfirozenych &isel v lambda kalkulu

Pfirozena ¢&isla definujeme podle nasledujiciho schématu:

e LETO=Azn.n
o v téle lambda abstrakce se Ox vyskytuje symbol z
o zje Ox aplikovano nan
o tato definice je a-ekvivalentni s puvodni definici nepravdy F=(Axy.Y)
e LET1=Azn.zn
o v téle lambda abstrakce se 1x vyskytuje symbol z
o zje 1x aplikovano nan
e LET2=Azn.z(zn)
o zavedeme novou konvenci, pfi niz takovy typ uzavorkovani zprava s opakovanou
aplikaci téhoz lambda vyrazu muzeme zkratit pomoci zkratky z (z n) = Z’n
o v téle lambda abstrakce se 2x vyskytuje symbol z
o zje 2x aplikovano nan
e LET3=Azn.z(z(zn))
o 3=Azn.2n
e LETN=Azn.z"n (obecné piirozené ¢islo)
o v téle lambda abstrakce se Nkrat vyskytuje symbol z
o zje Nkrat aplikovano na n

Elementarni prace s &isly. Pro praci s &isly zavadime funkci naslednika S, test na nulu Z,
funkci predchtdce P

e LETS=Axym.xy(ym)

o mélo by platit S N = (N + 1), tedy aplikace S na N vrati naslednika N, pfirozené
cislo o 1 vyssi

o lambda abstrakce S ma tfi parametry, budeme ji ovéem aplikovat na jedine
pfirozené ¢islo

o zbylé dva parametry y, m zde poslouZi jako hlavi¢ka vysledného pfirozeného
&isla, nebot pfirozena &isla jsme definovali jako lambda abstrakce se dvéma
parametry

o po aplikaci S na pfirozené &islo N obdrzime Axym.xy(ym))N-gAym.Ny
(y m)

o samotné &islo N je lambda abstrakce se dvéma parametry, tedy jelikoZ uvnitf téla
uvedené lambda abstrakce vidime N y (y m), dostane N pomoci B-redukci do
svého téla lambda vyrazy y, (y m), pficemz spotfebuje své parametry a obnazi
sveé telo

o ukazme si to na pfikladu Cisla 2

m Axym.xy(ym)2-gAym.2y(ym)=Aym.(Azn.z(zn))y(ym)

e



lambda vyraz y spotiebuje parametr z vyrazu N = (A z n . z (z n)), tedy nahradi
vyskyty z v pfirozeném &isle N za y, ¢imz pfizpsobi vysledné &islo tomu, Ze v
hlaviéce méa parametry y, m, nikoliv z, n, jak jsme definovali vyse

m Aym.(Azn.z(zn)y(ym)-gAym.(An.y(yn))(ym)
lambda vyraz (y m) spotfebuje parametr n z lambda vyrazu (A n. y (y n)),
pfiéemz proménnou n uvnitf téla nahradi za y m, ¢imz zvy$i pocet y aplikovanych
na n o jedno
dovnitf téla pfirozeného ¢isla vnutime timto zpusobem jedno noveé y, ¢imz
zvysime jeho hodnotu o 1

m Aym.(An.y(yn)(ym)->gAym.y(y(ym))
muZeme provést dvé alfa konverze, abychom dostali lambda abstrakci s
parametry y, n, ktera bude identicka s vySe definovanymi pfirozenymi Cisly

m Aym.y(y(ym)) »aAzm.z(z(zm)) »aAzn.z(z(zn))=3

e LETZ=Ap.p(As.F)T

o

mélo by platit ZN =T < N = 0, tedy funkce Z (test na nulu) vraci T (true) tehdy,
pokud je dané vstupni ¢islo 0

jinak funkce vraci F (false)

lambda abstrakce Z ma jeden parametr, budeme ji aplikovat na jediné pfirozené
¢islo, u néjz testujeme, zda jde o nulu

po aplikaci Z na pfirozené &islo N obdrzime Ap.p(As.F)T)N-sN(As.F)T
&islo 0 je ekvivalentni s definici F, tedy z nasledujicich dvou argumentu zahodi
prvni a druhy ponecha, tedy pokud N = 0, pak:

(] (Ap.p(As.F)T)O—»pO()\s.F)T=(Azm.m)(As.F)T—»25T
ostatni &isla maji ve svém téle z" m, tedy vlastné z (z™' m), coz je lambda
aplikace dvou lambda vyrazu
za kazdy vyskyt z se po B-redukci dosadi (A s . F), tzn. obdrZzime (As . F) ((As .
F)N' m)
dalsi B-redukce zahodi celou &ast (A s . F)N' m)aobnazi Fv (As.F)
pokud napf. N = 3, pak:

] (Ap.p()\s.F)T)3—»;;3(As.F)T=(Azm.z(z(zm)))()\s.F)T—»ZB

As.F)((As.F)((As.F)T))—sF

e LETP=Axym.x(Agh.h(gy)(Au.m)(Au.u)

o}

pokud N > 0, mélo by platit P N = (N - 1), tedy aplikace P na N vrati pfedchudce
N, pfirozené ¢islo o 1 nizsi

pokud N = 0, mélo by platit P N = N, tedy pfedchudce 0 je opét 0

lambda abstrakce P ma tii parametry, budeme ji ovéem aplikovat na jediné
pfirozené ¢islo

zbylé dva parametry y, m zde poslouZi jako hlavi¢ka vysledného pfirozeného
&isla, nebot pfirozena ¢&isla jsme definovali jako lambda abstrakce se dvéma
parametry
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po aplikaci P na &islo N obdrzime Axym.x(Agh.h(gy))(Au.m)(Au.u))N
s Aym.-N(Agh.h(gy)Au.m)(Au.u)

vyznam jednotlivych ¢asti téla P:
= (Agh.h(gy)

tato lambda abstrakce pfijima dva argumenty

druhy argument vloZi na zacatek svého téla, za prvni pfida y, coz
je v tomto pfipadé proménna, jejiz pocet ve vysledném Cisle
urcuje hodnotu tohoto Cisla

pro jednoduchost budeme misto této lambda abstrakce pouZzivat
zkratku K

ziskame-li béhem vypoctu tvar K (K (A u. m)) y, po provedeni -
redukci obdrzime y (K (Au.m)y),

pouzivani K tedy povede k hromadéni proménnych y zleva, coz
odpovida hodnoté& vysledného pfirozeného &isla (y zde odpovida z
v nasi definici ¢isel, napf. 2=(Azn.z (zn)))

pouziti K navic vytvofi novou proménnou y, ktera bude nasledné
pouzitim dal$iho K opét pfidana doleva

o KKAu.m)y-py(KAu.my)-py(y(Au.m)y)

posledni takto vytvofené y bude zahozeno pomoci (Au. m) y -
m, &imz efektivné dojde ke sniZeni vstupniho Cisla o 1

s (Au.m)

v téle této lambda abstrakce je m, coZ je parametr vysledném
pfirozeného &isla odpovidajici n v puvodni definici (napf. 2= (Azn
.z (zn)))

pokud N > 0, tuto lambda abstrakci postupné dostaneme
nejhloubéji do téla vysledného pfirozeného ¢&isla, kde zahodi
jedno y (v nasi definici pfirozenych ¢isel odpovida z), ¢imz snizi
¢Cislo o 1, pficemz obnazi své télo m

pokud N = 0, ¢ast K bude ihned zahozena a v téle zistane (A u .
m)(Au.u)—gm

m (Au.u)

pokud N = 0, smyslem této identity bude obnazeni m v téle
lambda abstrakce (A u . m), protoze provedeme (Au.m) (Au . u)
—p M, tzn. zahozenim této identity se zbavime zbyte¢ného
parametru u v (A u . m) a vybudujeme vysledné €islo0 =Aym.m
pokud N > 0, tato identita bude po pouziti prvniho K umisténa
zcela doleva v téle vysledného ¢&isla:

o Aym KK (Au.m))(Au.u)->gAym. (Au.u) (K" (A

u.m))y
Tato identita nasledné zmizi pomoci B-redukce:

o Aym.(Au.u)y(KM" Au.m))y-gAym. (K (Au.m))y
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pfi pouziti K b&Zné pfemistime zcela doleva proménnou y, ¢imz
budujeme vysledné pfirozené Eislo, ale pfi prvnim pouziti K v téle
dosud neni Zadné y, které by bylo posunuto na zacatek, jesté
nebylo pomoci Zadného K vytvofeno, procez prvni pouziti K
doleva misto neexistujiciho y umisti tuto identitu (A u . u), ktera nic
nezkazi, nebot bude ihned spotfebovana

m ukazka pro N =0:

PO =
Axym.xKAu.m)Au.u)0 -
Aym.OKAu.m)(Au.u)=
Aym.(Azn.n)K((Au.m)(Au.u)-p
Aym.(An.n)(Au.m) (Au.u)—p
Aym.(Au.m)(Au.u)

Aym.m %

Azn.n=
0

m ukazkaproN=1

P1=
Axym.xKAu.m)Au.u)1-p
Aym.1KAu.m)(Au.u)=
Aym.(Azn.zn)KAu.m)(Au.u)-p
Aym.An.Kn)(Au.m) (Au.u)-g
Aym.KAu.m)(Au.u)=
Aym.(Agh.h(gy)(Au.m)(Au.u) -
Aym.Ah.h(Au.m)y))(Au.u)—p
Aym.Au.u)(Au.m)y) -
Aym.(Au.m)y—p

Aym.m =%

Azn.n=
0

m ukazka pro N = 4, nyni bez rozepisovani K a s vicenasobnymi redukcemi

P4=

Axym.xKAu.m)(Au.u))4-p
Aym.4KAu.m)(Au.u)=
Aym.(Azn.z(z(z(zn)KAu.m)Au.u)-%

Aym. KKK (Au.m)))(Au.u)-%
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e Aym.(Au.u) (KK (Au.m)))y)-p
e Aym. KK (<(Au.m)))y-%

e Aym.y (K (<(Au.m)y)-%

o Aym.y(y(<(Au.m)y)-%

e Aym.y(y(y((Au.m)y))) -

o Aym.y(y(ym)-%

e Azn.z(z(zn))=

e 3

Uspofadané dvojice a prace s nimi. Definujeme uspofadané dvojice (napf. Cisel) a funkce fst,
snd, které po fadé vraci prvni, druhy element uspofadané dvojice.

e LET(, )= Aabp.pab
o usporadana dvojice je lambda abstrakce se tfemi proménnymi
o chceme-li uspofadanou dvojici naplnit hodnotami, aplikujeme ji na dvé vybrané
hodnoty
m (AB)=(Aabp.pab)AB-g(Abp.pAb)B-sAp.pAB
o naplnéna uspofadana dvojice v tomto tvaru nam poskytuje urcité benefity:
m hodnoty A, B jsou uvéznéné uvnitt téla lambda abstrakce Ap . p A B,
takZe je vizualné ziejmé, Ze urcitym zplusobem patfi k sobé
m zbyvajici parametr p nam umoziuje s uspofadanou dvojici dale pracovat,
tuto dvojici muzeme aplikovat na jinou funkci C, ktera se po provedeni -
redukce dostane pfed hodnoty A, B a bude mozné ji na né aplikovat

e A\p.pAB)C-3CAB
e LETfst=Av.vT
o aplikaci fst na n&jakou uspofadanou dvojici dostaneme tuto dvojici pfed T,
aplikujeme jina T
o T se nasledné dostane do téla uspofadané dvojice a zahodi druhy element
dvojice
o fst(A,B)=(Av.vT)(A,B)-s(AB)T=Ap.pAB) T3 TAB=(Axy.x)AB
—+29 A
e LETsnd=Av.VvVF
o aplikaci snd na néjakou uspofadanou dvojici dostaneme tuto dvojici pfed F,
aplikujeme jina F
o F se nasledné dostane do téla uspofadané dvojice a zahodi prvni element
dvojice
o snd(A,B)=(Av.VF)(A,B)-s(A,B)F=Ap.pAB)F-sFAB=(Axy.y)A
B-%B



Zakladni aritmetické operace. Definujeme nyni s¢itani, odéitani a nasobeni v nasi
reprezentaci Cisel.

e LETADD=Aabym.ay(bym)

o mélo by platit ADD A B = (A + B), tedy aplikace ADD na A a B vrati souCet A + B

o lambda abstrakce ADD ma ¢&tyfi parametry, budeme ji ovSem aplikovat jen na
dvé pfirozena Cisla

o zbylé dva parametry y, m zde poslouZi jako hlavicka vysledného pfirozeného
&isla, nebot piirozena Cisla jsme definovali jako lambda abstrakce se dvéma
parametry

o po aplikaci ADD na pfirozena &isl A, B obdrzime:

m (Aabym.ay(bym)AB-s(Abym.Ay(bym))B-gAym.Ay(By
m)

o samotné &islo A je lambda abstrakce se dvéma parametry, tedy jelikoZ uvnitf téla
uvedené lambda abstrakce vidime A y (B y m), dostane A pomoci B-redukci do
svého téla lambda vyrazy y, (B y m), pfic¢emz spotfebuje své parametry a obnazi
sve télo

m Aym.Ay(Bym)=Aym.(Azn.z*n)y(Bym)-%Aym.y*(Bym)
o podobnou logiku Ize pouZit i v pfipadé lambda vyrazu (B y m), tedy obdrZime:
m Aym.yY"Bym)=Aym.y*(Azn.2®n)ym) - Aym.y*(y°m)
ziemeé Aym.y* (Y8 m)=Aym.y"*®*m=A+B
ukazme to na ptikladu ADD 1 2:
m ADD12=

(Aabym.ay(bym))12-7%
Aym.1y(2ym)=
Aym.(Azn.zn)y(2ym) %
Aym.y(2ym)=

Aym.y(Azn.z(zn)ym)-%

Aym.y(y(ym)) -%
m Azn.z(z(zn))=
m 3
e LETSUB=Aab.bPa
o mélo by platit SUB A B = A - B, pokud A >= B, tedy aplikace SUB na A a B vrati
rozdil A-B
mélo by platit SUB A B = 0, pokud A < B, tedy aplikace SUB na A a B vrati 0
pfi vypo&tu SUB A B provedeme Bkrat P A, tedy Bkrat po sobé uréime
predchlidce A
o uvazujme o obecnych hodnotach A, B:

m SUBAB=(Aab.bPa)AB-3BPA=(Azn.z®n)PA-%P®A

4



o

tedy Bkrat aplikujeme funkci pfedchudce na A

ukazme to na prikladu SUB 4 2:

SUB43=
(Aab.bPa)43-%
3P4=
(Azn.z(z(zn)P4-%
P(P(P4) -

P(P3)-

P2

1

LETMUL=Aab.a(ADDDb)0

(¢]

o

mélo by platit MUL A B = A * B, tedy aplikace MUL na A a B vrati sou¢in A * B
pfi nasobeni a * b provadime akrat soucet b + b + b + ... + b (a vyskytl b v

souctu)

jelikoz nase definice piirozenych &isel provadéji iterativné néjaky vypocet,
muzeme jako zaklad naseho iterativniho vypoétu pouZit 0 a opakované k ni

pricitat b, tzn. (ADD b)? 0
uvazujme o obecnych hodnotach A, B:

s MULAB=(Aab.a(ADDDb)0)AB %A (ADDB)0=(Azn.z"n) (ADD

B) 0 »% (ADD B)* 0

tedy aplikujeme funkci pficteni B na hodnotu 0 dohromady Akrat, coz

odpovida tomu, co oéekavame od nasobeni

ukazme to na soucinu 2 * 3:

MUL 23 =

(Aab.a (ADD b) 0) 2 3 ~%

2(ADD 3)0 =

(Azn.z(zn)) (ADD 3) 0 -2

(ADD 3) (ADD 3 0) =
(Aabym.ay (bym)) 3 (ADD 3 0) -%
Aym.3y((ADD 3 0)ym) =
Aym.(Azn.z(z(zn))y ((ADD 3 0) y m) -2
Aym.y(y(y ((ADD 3 0)y m))) =

Aym.y(y(y((Aabym.ay (bym))30)ym)) -%

Aym.y(y(y((Aym.3y(0ym))ym)) -%
Aym.y(y(y(@y(@Oym))) =
Aym.y(y(y(Azn.z(z(zn)y(0ym))) -%
Aym.y(y(y(y(y(y(©ym))))=



B Aym.y(y(y(y(yy(Azn.n)ym))) %

m Aym.y(y(y(y(y(ym)) -%
m Azn.z(z(z(z(z(zn)))

Pevny bod a rekurze v lambda kalkulu

At f: A — A je zobrazeni. Element a € A nazveme pevnym bodem zobrazeni f, pokud f(a) =
V lambda kalkulu jsme schopni definovat operator pevného bodu Y:

o LETY=Af.(Ax.f(xx))(Ax.f(xx))
o Y E je pevny bod vyrazu E
o pokud tedy ke je pevnym bodem E, tzn. E ke = kg, pak plati:

m Eke=ke=YE=>YE=E(YE)

o pro operator pevného bodu by meélo platit Y E = E (Y E)
o to ovéfime:
m YE=

m (Af.(Ax.F(xx) (Ax.f(xx))E -

m (Ax.E(xx))(Ax.E(xx))-p

m E(Ax.E(xx))(Ax.E(xx))=
m E(YE)

Definujme rovnéz lambda vyraz dno (bottom) L:

e LET.L=YT

o zéakladni vlastnosti dna je to, Ze na vystup produkuje samo sebe nehledé na to,
na jaky vyraz je aplikovano
o to ovéfime na pfikladu:

m LADD (FST(1,2) (SUB23)=

= (Y T)ADD (FST (1, 2)) (SUB 2 3) =

m (T(YT)) ADD (FST (1, 2)) (SUB 2 3) -

m (Ay.(YT))ADD (FST (1, 2)) (SUB 2 3) -
= (YT)(FST(1,2)(SUB23)=

m (T(YT)(FST(1,2) (SUB 2 3) -

m (Ay.(YT)(FST (1, 2)) (SUB 2 3) -

m (YT)(SUB23)=

m (T(YT))(SUB23)
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m Ay.(YT))(SUB23) -
m YT=
" L

o dno Ize pouzivat jako vystup aritmetickych operaci v okamziku, kdy je vystup
nedefinovan (napf. déleni nulou)

Pomoci operatoru pevného bodu a dfive uvedenych vypocetnich prostfedku jsme schopni
definovat jakoukoliv parcialné rekurzivni funkci. MiZeme postupovat podle nasledujiciho
schématu:

e chceme definovat parcialné rekurzivni funkci, zapi$eme ji rekurzivnim zptisobem v
néjakém programovacim jazyce pouze za pouziti operaci, které jsme dfive definovali, a
bez pfifazovani do proménnych

e vyhneme se explicitnimu pouziti smy¢ek while, for a podobné, vyuZijeme rekurzi
muUzeme pouzit i selekci, kterou v lambda kalkulu pozdéji pfevedeme na ternarni
operator

e pro pfehlednost selekci rozepisujme pfisné pomoci if/else, ackoliv by to $lo napsat
elegantnéji

o defMUL(a, b):
m if(Z(a):
e return 0
m else:
e return ADD(b, MUL(P(a), b))
o zde napfiklad nasobeni vyjadfujeme jako opakované séitani, pfi kazdém
rekurzivnim zavolani MUL sniZzujeme a o 1 pomoci funkce pfedchtdce
o MUL volame tak dlouho, dokud prvni parametr neni 0, potom pfi vynofeni z
rekurze provedeme opakovany soucet
nyni tento program prepiS§eme na lambda vyraz definujici MUL
tento lambda vyraz bude lambda abstrakci s danym poétem parametru, kolik ma funkce
v uvedeném programu
e vétveni nahradime ternarnim operatorem
o pro jednoduchost a pfehlednost misto (?:) a b ¢ budeme psat (a ? b : ¢)

e definici nové funkce nejprve zapiSeme neformalné, bude zavisla sama na sobé, coz

neni validni zapis, je to pouze mezikrok
o LETMUL=Aab.(Za)?0:(ADD b (MUL (P a)b)

e této zavislosti se zbavime tak, Ze cely tento lambda vyraz zabalime do nové lambda
abstrakce s jednim novym parametrem, kterym nahradime vyskyty cyklické zavislosti na
pravé strané rovnitka

e soucasné pred tuto novou lambda abstrakci umistime operator pevného bodu Y

o LETMUL=Y (Afab.(Za)?0:(ADDb (f (P a) b))
o MUL22=
o (Y(ANfab.(Za)?0:(ADDb (f(Pa)b))22=
m pouzijeme vlastnost pevného bodu Y E = E (Y E), zde Y E = MUL



O

O 0O O O

o

(o]

O O O O

(A\fab.(Za)?0:(ADD b (f (P a) b))) MUL 2 2 %

(Z22)?0:(ADD 2 (MUL (P 2)2)) =
m vyhodnotime ternarni operator, 2 neni 0, tedy Z 2 = F, vracime posledni
cast
ADD 2 (MUL (P 2) 2) =

m pro pfehlednost budeme vyhodnocovat zevniti
ADD 2 (MUL 1 2) =
ADD2 ((Y(Afab.(Za)?0:(ADDb (f(Pa)b)))12)

m pouzijeme vlastnost pevného bodu Y E = E (Y E), zde Y E = MUL
ADD 2 ((Afab.(Za)?0:(ADD b (f (P a) b))) MUL 1 2) -%
ADD2((Z1)?0:(ADD 2 (MUL (P 1) 2))) =
ADD 2 (ADD 2 (MUL (P 1) 2)) =
ADD 2 (ADD 2 (MUL 0 2)) =
ADD2 (ADD 2 (Y (Afab.(Za)?0:(ADDb (f(Pa)b)))02))=

m pouzijeme viastnost pevného bodu Y E = E (Y E), zde Y E = MUL
ADD 2 (ADD 2 ((Y(Afab.(Za)?0:(ADD Db (f (P a)b)))) 02)) =
ADD 2 (ADD 2 (Afab.(Za)?0: (ADD b (f (P a) b))) MUL 0 2)) %
ADD 2 (ADD 2 ((Z20)? 0: (ADD 2 (MUL (P 0) 2)))) =
ADD 2 (ADD 20) =
ADD22=
4

Podobnym zplsobem muzeme definovat dali operace:

e celociselné déleni

(o]

(o}

def DIVPOS(a, b):
m ifZ(S(a)-b):
e return 0
m else:
e return S(DIVPOS(SUB(a, b), b))
def DIV(a, b):
m iflb:
e return .

m else:
e return DIVPOS(a, b)
odecitame b od a tak dlouho, dokud nedospéjeme k 0
pokud (a + 1) - b > 0, muZeme pokracovat v déleni
pii kazdém odecteni k vysledku pficteme 1 pomoci funkce naslednika

pokud b = 0, pak vracime

LET DIVPOS =(Aa b . (Z (SUB (S(a) b)) 2 0 : (S (DIVPOS ((SUB a b) b))
LET DIVPOS =Y (Afab . (Z (SUB (S(a) b)) ? 0 : (S (f (SUB a b) b))))



(o]

LETDIV=(Aab.(Zb)? .: DIVPOS a b)

o faktorial

(e}

(o]

(o]

def FACT(n):
m ifZ(n):
e return 1
m else:
e return MUL(n, FACT(P(n)))
LET FACT=(An.(Zn)?1:(MUL n (FACT (P n))))
LETFACT=Y (Afn.(Zn)?1:(MUL n (f (P n))))

e zbytek po celociselném déleni

(o]

o]

o O

o

def MOD(a, b):
m iflb:

e return L

m else:
e return MODPOS(a, b)
def MODPOS(a, b):
m ifZ(S(a) - b):
e returna
m else:
e return MODPOS(SUB(a, b), b)
LET MODPOS =(Aab.(Z(SUB (S(a) b))) ?a: (MODPOS ((SUB a b) b)))
LET MODPOS =Y (Afab.(Z (SUB (S(a) b))) ?a: (f ((SUB a b) b)))

LETMOD=(Aab.(Zb)? .: MODPOS a b)

e test prvociselnosti

o

(e}

def PRIME(n):
m if(Z(P(n))):
e return F
m else:
e PRIMEINNER(n, P(n))
def PRIMEINNER(n, m):
m if(Z(P(m))):
e returnT
m else:
e f(Z(MOD(n, m))):
o return F
e e¢lse:
o return PRIMEINNER(n, P(m))
funkce PRIME testuje, zda n je rovno 0 nebo 1, pokud ano, nejde o prvocislo
jinak spusti funkci PRIMEINNER s parametrem n a n-1, kde druhy parametr
budeme pfi rekurzivnim zanofovani snizovat az k 1
pokud je n délitelné nékterym z téchto Cisel, vracime F, jinak T
LET PRIMEINNER=(Anm.(Z(Pm))?T: ((Z(MOD n m)) ? F: PRIMEINNER
n (P m)))
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o LETPRIMEINNER =Y (Afnm.(Z(Pm))?T:((Z(MODnm))?F:fn(Pm))
o LETPRIME =(An.(Z (P n))?F : PRIMEINNER n (P n))

Pokud v textu najdete chybu, nebudete nécemu rozumét nebo budete mit dojem, Ze by bylo
vhodné néco doplnit, kontaktujte na discordu uzivatele kocotom.
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