24. Generativni modely a diskriminativni
pristup ke klasifikaci (gaussovsky
klasifikator, logisticka regrese, ...).

Ve strojovém uéeni fikame, Ze program se uéi ze zkusenosti E s ohledem na vykonavani tlohy
T méfené vykonnostnim kritériem P, jestlize jeho vykonnost méfena P na ulohach typu T se se
zkusenosti E zlepsuje.

Typickym Ukolem je vytrénovat model, ktery na zakladé néjakého vstupu da néjaky vystup.
Vstupem jsou obvykle D-rozmérné vektory &isel. Pokud mame vstupnich dat vice (napf. trénovaci
sadu), zapisujeme jednotlivé vektory sloupcové do matice:

X 1 '
X2

X = :
Xp

A set of N input observations (e.g. set of training examples) will be
then represented by a matrix:

X X * Xn

X2 X2 't Xpn2
x=IX1,x;}....,xHI= : : - :

Xip Xp *** Xpnp

Rozlisujeme nasledujici typy ucicich algoritm(:

e supervised learning (u¢eni s ucitelem) — trénovacim vstupem jsou dvojice (vstup,
oCekavany vystup) — anotovana data. Napf. klasifikace (vstupy patii do néjakych tfid,
chceme pro novy vstup nalézt, do které z tiid nejspiSe patfi), regrese (pfedpovidame
nejpravdépodobnéj$i hodnotu néjaké funkce)

e unsupervised learning (uc¢eni bez ucitele) — trénovacim vstupem jsou neanotovana
data (bez o¢ekavaného vystupu ke kazdému trénovacimu datu), napf. clustering, detekce

anomalii.
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e semi-supervised learning — néktera data jsou anotovana, ale mame velké mnoZstvi
trénovacich dat, ktera nejsou viibec anotovana

* Unannotated examples can help to P : \
find better decision boundary :
between classes L
|
* There is lots of unannotated data G R B
available on the internet { o) oa, \
- Text gl P BEEE
~ Photos and other images s / 2. ‘\‘ » /""
~ Speech and other recordings \""' o ‘;;.:: 3)
- e s

e reinforcement learning (posilované uceni) — uc¢eni probiha na zékladé pozitivnich nebo
negativnich odmén na zakladé provedenych akci

Klasifikace

~ Cilem klasifikace je najit rozhodovaci hranici, ktera oddéluje data jedné tfidy od ostatnich tfid.

Na nasledujicim obrazku jsme sice nalezli rozhodovaci hranici, ta velmi presné rozdéluje
trénovaci data. Problémem vSak je, Ze dobfe negeneralizuje celkova data. Data totiz byla
vygenerovana z 2D Gaussovskych rozloZeni a rozhodovaci hranice je tedy pfili§ “agresivni” a
snazi se zahrnout i outliers (odchylené hodnoty) vygenerované z rozloZeni. To znamena, Ze
pokud by klasifikator dostal nova data pro klasifikaci, neklasifikoval by je velmi dobfe, protoZe je
pretrénovany.
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k-nejblizSich sousedu

Jednim z nejjedhoduééich algoritmu pro klasifikaci je algorithmus k-nejblizSich sousedu. Jedna
se o neparametricky klasifikator — neuc¢ime se zadné parametry modelu, efektivné jsou véemi

parametry vSechna trénovaci data. To je zaroven jeho hlavnim problémem — klasifikator si musi

zapamatovat velké mnozstvi dat. Pro pfifazeni tfidy vstupu najde k nejblizSich sousedu (lze
efektivné implementovat kD-stromem) a vybere nejvice reprezentovanou tfidu. Klasifikétor je
diskriminativni, neni generativni — dokaZeme pouze na zakladé vstupnich dat pfiradit tfidu,
nejsme vSak schopni generovat algoritmem nova data, jako je mozné v pfipadé tfeba
Gaussovského klasifikatoru (viz dale).

Problémem je, Ze pokud mame vice-dimenzionalni data, kde kazda dimenze reprezentuje néjaky
pfiznak objektu (napf. jedna dimenze vyska, druha vaha), nemusi byt dimenze poméfitelné (napf.
z divodu ruznych jednotek) — pfi vypoétu vzdalenosti (napf. Euklidovské vzdalenosti) by jedna
dimenze mohla druhou dominovat a mit zasadné vétsi vliv na vysledek klasifikatoru. Proto je
typicky nutné data néjak normalizovat (napf. do rozsahu <0, 1>).

-ativni klasifikator

U generativniho klasifikatoru modelujeme rozloZeni pravdépodobnosti sledovanych dat. Tim
padem pokud bychom chtéli, mohli bychom vygenerovat nova data, kterd se podobaiji
trénovacim datiim (od toho nazev generativni). POZOR! vygenerovani dat nema z pohledu
trénovam zédnou vyhodu a nedostaneme vyssi pfesnost.
{ Wi dea)

Nejprve budeme tvofit jednoduchy klasifikator nad dvéma tfidami, pficemz nase pozorovani
budou pouze diskrétni. Napf. podle vahové kategorie chceme klasifikovat, zda objekt je jablko
nebo granat. Nase testovaci data by mohla vypadat treba takto:
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ﬁ 4 |22 |50 |14 |6 | 3 |1 |wo
lightest | lighter light middle heavy | heavier | heaviest

00-01|01-02|02-03|03-04|04~05|05~06|06~0.7 [kyg]

Protoze chceme modelovat rozlozeni pravdépodobnosti dat, je dulezity vypocet nékterych

pravdépogdobnosti; W
» joint) probability — pravdépodobnost, Ze dva jevy nastanou zaroven, typicky

Ze objekt je néjaké tfidy a zaroven ma urcitou vlastnost. Napf. P(grenade, heavy) = 12/150

e marginalni pravdépodobnost — apriorni pravdépodobnost tiidy. Napi. P(grenade) =
50/150

e podminéna pravdépodobnost — aposteriorni pravdépodobnost tiidy za predpokladu,
Ze nastalo néjaké pozorovani, napf. P(grenade|heavy) = 12/ (12 + 6) = 12/18, protoZe je
18 vzork( s pozorovanim heavy, ale pouze 12 z nich je zaroven granat. Zakladem je
vzorec pro podminénou pravdépodobnost P(A|B) = P(A, B)/P(B). Klasifikator maximum
aposteriori vybira tfidu s nejvyssi aposteriorni pravdépodobnosti.

Zakladni pravidla pro pravdépodobnosti:

Sum rule:
P(x) = Zy‘”("' )
Product rule:
P(x,y) = P(x|y)P(y) = P(y|x)P(x)
Bayes rule:
P P
Py = 2EPO

Intuitivné:



e sum rule fika, Ze pro celkovou pravdépodobnost fadku spocitame jednotlivé spolecné
pravdépodobnosti v fadku
e product rule vychazi ze vzorce pro sdilenou pravdépodobnost. Intuitivné, aplikovano
napf. na P(grenade, heavy) = P(grenade|heavy)*P(heavy) — s pravdépodobnosti P(heavy)
jsem ve sloupecku heavy a chci védét, s jakou pravdépodobnosti jsem v prvnim Fadku,
tzn. v poli¢ku (grenade, heavy) — to odpovida podminéné pravdépodobnosti granatu, kdyz
jsem ve sloupecku heavy.
e Bayesovo pravidlo vychazi z product rule, z ¢asti P(x|]y)P(y)=P(y|x)P(x) a je zakladem
pro aposteriorni odhady
Pokud chceme postavit klasifikator pro klasifikaci granatu a jablek na zakladé vahy, zajima nas
aposteriorni pravdépodobnost P(grenade|weight), resp. P(apple|weight) (protoZe klasifikujeme
mezi dvéma tfidami, jsou komplementem). Evidence slouzi pro normalizaci vysledku, aby
P(grenade|heavy) + P(apple|heavy) = 1.

P(heavy|grenade)P(grenade)
P(heavy)

P(grenade|heavy) =

» The evidence can he evaluated using the sum and product rules in
terms of likelihoods and priors:

P(heavy) = P(heavy|grenade)P(grenade) + P(heavy|apple)P(apple)

Pro diskrétni vstup by klasifikace byla velmi jednoducha, zajimavéjsi je spojity vstup. Vstupem uz
tedy neni vahova kategorie, ale napf. vaha a chceme opét odhadnout pravdépodobnost, Ze pro
danou vahu je objekt granat nebo jablko. Vy$e uvedené vztahy stale plati, operator sumy vsak
nahradime integralem. BayesUv vzorec véak normalné plati. Pro klasifikaci tedy musime znat
podminénou pravdépodobnost P(observation|class) a apriorni pravdépodobnosti jednotlivych
trid:

Iy



Classification - Generative model for
continuous observations

grenade apple

+ plobservation|class)

2 observation (e. g. weight)

Maximum a-posterion classification rule says: “select the more likely class”

plobservation|class)P(class)

P(class|observation) = observation)

P(observation) = Z plobservation|class)P(class)
class

Pokud bychom méli vicerozmérna data, modelovali bychom podminénou pravdépodobnost
vektoru na tfidé — P(x | class), kde x = [x1, x2, ..., xn]

Odhad rozlozeni pravdépodobnosti p(observation|class) z testovacich dat

Jak bylo naznaceno vyse, pro aposteriorni klasifikaci pomoci Bayesova vzorce musime znat
rozloZzeni pravdépodobnosti p(observation|class) a apriorni pravdépodobnosti. RozloZeni

pravdépodobnosti vak typicky pfimo nezname — mame pouze néjaka trénovaci data, ze kterych
jej musime odhadnout.

Nejprve si vybereme néjaké rozlozeni, kterému si myslime, Ze data odpovidaji a nasledné se na
zakladé dat pokusime odhadnout jeho parametry. Jednim z nejtypictéjsi pfikladt je normalni
(Gaussovské rozlozeni) — od toho je odvozen Gaussovsky klasifikator. Divodem je, Ze jevy v
pfirodé éasto odpovidaji tomuto rozloZeni. Zarover dle Centraini Limitni Véty pokud secteme
hodnoty mnoha nezavislych nahodnych proménnych, dostdvame Gaussovské rozloZeni.

Abychom mohli vyuzit Gaussovské rozloZeni, musime z trénovacich dat odhadnout stfedni
hodnotu a rozptyl.

Jednorozmérné normalni rozlozeni

(Je dobré alespori védét, ze vzorec ma néjakou exponencialni cast, ktera tvori typicky tvar Gaussovské funkce a
normalizaéni éast, ktera tento “klobouk” normalizuje aby jeho integréal byla 1 - rozdéleni pravdépodobnosti.)
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Vicerozmérné normalni rozlozeni

Vicerozmérné normalni rozloZeni je zobecnénim zakladniho normaliniho rozloZeni. Tentokrat
v8ak namisto skalarni stfedni hodnoty mame vektor a namisto rozpytlu kovarian&ni matici sigma.

V ni jsou na diagonale odchylky v jednotlivych smérech a v ostatnich prvcich korelace (matice je
symetricka dle diagonaly)
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P¥iklady rznych rozlozeni. V prvnim fadku a druhém sloupci muzeme vidét, Ze na ose x je vetsi
rozptyl, tedy rozloZeni je vice rozplaclé. Ve druhém fadku a druhém sloupci vidime, Ze x a y maji
pozitivni korelaci.
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Maximum Likelihood Estimation (ML)

Ukazme si nyni, jak se odvodi napf. vzorec pro stiedni hodnotu Gaussovského rozloZeni.
Odvozeni Maximum Likelihood (ML) odhad( parametr(i rozdéleni vychazi z nezavislosti vybéru
dat z nahodného rozloZeni pravdépodobnosti, tzn. pokud mame trénovaci data xi z néjakého (v
nasem pfipadé Gaussovského) rozlozeni, pak p(x1, x2, x3, ...) = p(x1)p(x2)p(x3)... . S nasobenim
se v8ak pracuje obtizné, proto budeme pracovat s logaritmy pravdépodobnosti — vysledek
zUstane stejny, namisto nasobeni véak budeme pracovat se soucty logaritmu.

Méjme tedy rozloZeni p(x | n) s parametry n (stfedni hodnota a rozptyl pro normalini rozlozZeni) a
néjaka testovaci data X = [x1, x2, ...]. Maximum-likelihood odhad parametrt n mtzeme urcit jako:

N
7" = argmaxp(X|n) = arg maxnp(xnln)
" T n=1

Jinymi slovy hledame parametry, pro které trénovaci data maximalizuji funkci hustoty
pravdépodobnosti. Uprava na nasobeni pravdépodobnosti vychazi z nezavislosti, jak bylo



vysvétleno vySe. Cely vyraz muzeme zlogaritmovat (logaritmus zachovavd maximum) a
logaritmus souéinu pfevést na sumu logaritmi. KdyZz zlogaritmujeme funkci hustoty
pravdépodobnosti normaliniho rozdéleni, muzeme navic presunout exponent. Uréeme nyni

G x=p?

(xX=p)
logaritmus normélniho rozdéleni log p(x): In (2ma)~%e” Tt = In(2ro)~Y? +ine” 22 =

—--ln (2no) — ”) Ine =

1
= ——ln (2710)- (xz - 2xp + u?)

Pokud dosadime do vzorce pro ML odhad, dostavame:

arg max p(x|p.04) = arg maxlog p(xju.0?) = arg maxz log N (x,; p.o%)

*  Nlog(2m)

1 ! I
N 2 2 B ol -~ —
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Chceme urcit, pro které parametry je vyraz maximalni — spocitdme parcialni derivaci dle
parametrt a poloZime rovno nule. Napfiklad pro odhad stfedni hodnoty (pro rozptyl by postup byl
podobny, ovsem derivovali bychom dle rozptylu):

= aIg max
pot

1 U u®  Nlog(2n)
TlogP(XIu»az) P —FZ. xR += Zn = Nog——5
1
1 ML —
=3 Exn-—Ny =0 = H N nx,,

n

Kategorické rozlozeni

Dalsim moZnym rozloZenim, kterym se data mohou fidit, je tzv. kategorické (diskrétni)
rozloZeni, kdy data spadaji do néjaké kategorie. Z trénovacich dat tedy mizZzeme odvodit
pravdépodobnost jednotlivych kategorii, které definuji chovani (parametry) rozloZeni.

i 4 |22 |50 |14 | 6 | 3 | 1 |wo
lightest | lighter light middle heavy | heavier | heaviest
00-01(01-02/02-03 03-04|04-05|/05~06|06-0.7 | [kg]

p(x|m) =

Cat(x|m) =

ol



Pravdépodobnost danych trénovacich dat muzeme spocitat jako:

P(xix) = I—[Cat(xnln) = l—["xn = l—[nznc

Napf. pro vySe uvedeny piiklad bychom dostali m;;gpcesc* * Tiigneer®? *. -

Maximalni vérohodny odhad parametrt 7 je velmi jednoduchy — podélime pocet trénovacich dat
kazdé kategorie celkovym poctem trénovacich dat. Pro zadany pfiklad bychom tedy méli n =
[4/100,22/100,50/100,14/100,6/100,3/100,1/100]

Gaussovsky klasifikator

Spojme nyni vSe vy$e uvedené do Gaussovského klasifikatoru. Pro Gaussovsky klasifikator
musime znat apriorni pravdépodobnost jednotlivych tfid (tu miZeme odhadnout z trénovacich
dat dle poméru tfid v testovacich datech). Dale musime pomoci Maximum Likelihood
Estimation pro kazdou tfidu urcit rozlozeni hustoty pravdépodobnosti — pro Gaussovsky
klasifikator uréime pro kazdou tfidu stiedni hodnotu a rozptyl. Na zakladé Bayesova vzorce
pak z té&chto informaci vypocitame pro nové vstupni dato hodnotu funkce hustoty
pravdépodobnosti jednotlivych tfid, dle ni dopocitame aposteriorni pravdépodobnosti a
vybereme tfidu s maximalni aposteriorni pravdépodobnosti (pfip. nechame vystup jako
pravdépodobnost — vystupem muze byt pravdépodobnost nebo tfida).

Linearni regrese

V linearni regresi je cilem najit linearni funkci y = f(x) = wyx + wy, ktera co nejlépe odpovida
trénovacim datim. POZOR: Nejedna se o algoritmus pro klasifikaci, nybrz regresi. Ovsem
zavadime ji zde kvuli navaznosti na linearni logistickou regresi a protoZe tato navaznost byla i v
SUI prednaskach (blizsi info k regresi v otazce 51). Zakladnim predpokladem je, Ze trénovaci
data maji linearni trend, az na néjaky Gaussovsky Sum ¢, trénovaci data t tedy maji formu t =
y + €

54 »
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Hledame parametry w;a wy, které minimalizuji souéet objektivni funkce, pro Gaussovsky sum
vyuzivame jako objektivni funkci stfedni kvadratickou chybu (sum-of-squares error), tzn. suma
¢tvercl odchylek:

N N
1 1
EWown) =3 ) (tu =) =5 ) (ty — K}w)’
n=1

n=1

i

T S — e ——
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Pro odvozeni ideélnich vah w musime minimalizovat chybu, musime tedy urgit derivaci dle
vektoru vah a polozit ji rovnu 0:

9 d 1% 1
Choll DR v e — 2Tw)? :Z:gnﬁn ‘”.==:E:tngn
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N
= Z (RTw = t,) R, Where f.means Moore-Penrose
] pseudo-inverse, X = [%,,%,, ..., Xy]
N N is matrix of all extended inputs and
= Z L, 8w — Z taf, =0 t= [ty 3 ..., tx]" is vector of all
1 St desired outputs

Linearni regresi muzeme vyuZit i k naugeni se sloZitéjsich funkci — polynomialni regrese je
pouze specialnim pfipadem linearni regrese (nézev linearni vychazi z toho, Ze funkce je linearni
vzhledem ke koeficientim — jedna se o linearni kombinaci funkci s vahami). Obecné se tedy
linearni regresi mizeme naucit néjakou polynomialni funkci, pfip. i sloZitéjsi funkci, treba y =
w1log x + wO:



z

y=X"W=wp+wyx +wyx? + - + wyxX

Linearni logisticka regrese

Logisticka regrese je diskriminativni model, to znamena, e se snazime pfimo nauéit funkci
p(class|x). To je rozdil od generativnich modeld, kde odhadujeme pravdépodobnosti p(x | class)
a p(class) a az na zakladé toho p(class | x). Pokud bychom chtéli srovnat diskriminativni a
generativni modely:

e generativni maji mensi tendenci overfitovat pfi malém mnozstvi dat

e diskriminativni funguji Iépe v pfipadé dostateéného mnozstvi dat
V ramci linearni logistické regrese aplikujeme na vstup ke klasifikaci funkci, ktera je podobné jako
v linearni regresi vytvofena linearni kombinaci natrénovanych vah a funkci. Vystup této funkce
poté za ucelem binarni klasifikace pfevedeme do rozsahu <0, 1>, abychom modelovali funkci
p(class|x), napf. funkei iogistlcké_sigmoidy:

0.8 1
. i) = 1 + exp(—a)
” P(c = 1|x) = o(X™W)

-78% -850 -25 00 25 S0 715

Pravdépodobnost druhé tfidy je pak komplementem P(c = 1] x). Podobné jako u linearni regrese
musime natrénovat parametry w , tak abychom minimalizovali chybu. MUZeme opét pouzit stfedni
kvadratickou chybu, alternativné maximum likelihood estimation (t, je realny label data — 0 nebo
1, sigmoida nam vraci piedpovidany label. Pravdépodobnost spravného data je v pfipadé t,, = 1
vystup sigmoidy, v pfipadé ¢, = 0 je to komplement — o to se stard umocnéni na )

(l— n
P(EIX) = P(ty, .., tylXy, o) Xn) = HP(t,,lx,, ) = ﬂa(x:w)’" (1-o(giw))
n n

Alternativné je moZné minimalizovat ekvivalentni chybu, zlogaritmovanim a znegovanim
dostavame tzv. cross-entropii:

)

N
E(W) = —In P(t]X) = Z taIna( £1w) + (1~ t,)In(1- o %Iw))

n=]
Pro tuto rovnici ovéem neni mozné nalézt optimalni vahy w podobné jako v pfipadé linearni
regrese, kdy pro vypocet idealnich parametri mame vzorec. Je nutné vyuzit numerickou



optimalizaci, napf. pomoci metody gradientniho sestupu (viz otazka 25). Vyuziva se nasledujici
vzorec, kde 1 je learning rate a AE je derivace cross-entropie:

wtl = w' — gPE(wW")
Priklad iterativniho trénovani logistické regrese s jednoduchym polynomem, ktery ma 3
parametry:
P(c = 1|x) = a(XTw) = a(wyx; + wyx, + wy)

Cross-entropy
over Iterations

& g 200 200 00 800 1000

Pokud v textu najdete chybu, nebudete nééemu rozumét nebo budete mit dojem, Ze by bylo
vhodné néco dopinit, kontaktujte na discordu uzivatele Fifinas.



