62. Klasifikace formalnich jazyku
(Chomského hierarchie), viastnosti
formalnich jazyku a jejich
rozhodnutelnost.

Odkaz na video: SZZ: Chomského hierarchie a vlastnosti jazyk

Video pokryva témata: Chomského hierarchie a viastnosti jazyk(. Gramatika. Tridy gramatik.
Chomského hierarchie. Ukazka gramatik. Operace nad jazyky. Klasické problémy jazykd.
Konecné jazyky. Regularni jazyky. Deterministické bezkontextové jazyky. Bezkontextove
Jjazyky. Deterministické kontextove jazyky. Kontextové jazyky. Rekurzivni jazyky. Rekurzivné
vycislitelné jazyky. Zjemnéni Chomského hierarchie.

Gramatiky

Gramatika je ¢tvefice G = (N, Z, P, S), kde
e N je konecna, neprazdna mnozina neterminall (abeceda neterminalnich symbol()
e 3 je kone¢na, neprazdna mnozina terminal (abeceda terminalnich symbolud), kde N N Z
=0
e PcS(NUZ)'N(NUZ)*x(NU X)* je kone€na mnozina pravidel
e S € N je startujici neterminal

At G = (N, Z, P, S) je gramatika. Retézec a € (N U Z)* nazveme vétnou formou, fetézec b € =*

nazveme vétou. Definujeme relaci derivaéniho kroku = mezi vétnymi formami jako
(Bay=>pBoy) @B, Vv, 0e(NUZ)*Aae(NUZ)*NINU Z)*A(q, d) eP,

tedy &ast vétné formy a obsahujici alespori jeden neterminalni symbol je mozné v ramci

derivacniho kroku nahradit za vétnou formu &, pokud to umoZznuje né&jaké pravidlo gramatiky.

At G =(N, Z, P, S) je gramatika, pak jazyk generovany gramatikou je mnozina vét
LG)={weZ*|S=>"w}

Lze definovat rlizné tfidy gramatik, jez se budou vzajemné lisit povolenym tvarem pravidel. At G
= (N, Z, P, S) je gramatika. Dle typu pravidel rozliSujeme nasledujici gramatiky.

Obecna (neomezena) gramatika (gramatika typu 0)

e PSS (NUZ)'N(NUZ2)**x(NU ), P je kone€na mnozina


https://youtu.be/m-uP64Cq9Kc

e neklademe Zadné omezeni na nejobecnéjsi tvar pravidel, podstatné pouze je, aby na
levé strané kazdého pravidla byl alespon jeden neterminal

Kontextova gramatika (gramatika typu 1)

e pravidla maji néktery z nasledujicich tvar(:
o (BAy, Bay),kdeB,ye(NUX)*Aae(NUZ)*AAEN
m takové pravidlo vyzaduje ur€ity kontext kolem pfepisovaného neterminalu,
bez néjz neni mozné pravidlo pouzit
m tento kontext zUstane zachovan i po pfepsani neterminalu A
m neterminal A zde neni mozné prepsat na ¢
o (S, ¢), pokud se S nevyskytuje na pravé strané Zadného pravidla
m toto pravidlo zajiStuje, aby gramatika mohla generovat fetézec ¢
e alternativné Ize kontextovou gramatiku zavést tak, Ze obsahuje pravidla s nasledujicimi
vlastnostmi:
o (a,B),kdeae(NUZ*NINUZ)*ABe(NU )" A |a] <=|B]
m tato pravidla maji stejnou podobu jako u neomezenych gramatik, na levé
strané musi byt alespor jeden neterminal, na pravé cokoliv
m nevyzaduje se zde prenaseni kontextu jako v pfipadé pfedchozi definice
m pravidla ale musi byt nezkracuijici, tedy prava strana pravidla se musi
skladat alespon z tolika symboll jako leva strana, coz u neomezenych
gramatik nepozadujeme
m opét si vdimnéme, Ze Cisté pomoci tohoto typu pravidel nelze vygenerovat
fetézec € o délce 0, nebot uz starujici neterminal ma délku 1
o (S, ¢g), pokud se S nevyskytuje na pravé strané zadného pravidla
m specialni pravidlo, které nam dovoluje vygenerovat ¢
e jde o omezenou variantu obecnych gramatik, tedy kazda kontextova gramatika spliuje
definici obecné gramatiky, ale existuji obecné gramatiky, které nejsou kontextové

Bezkontextova gramatika (gramatika typu 2)

o PCS Nx(NUZ)* P jekonetna mnozina

e pravidla maji vzdy na levé strané pravé jeden neterminal a Zadny terminal, prava strana
je libovolna

e jde o omezenou variantu kontextovych gramatik, tedy kazda bezkontextova gramatika
(ovdem dodatecné upravena tim zplisobem, Ze neobsahuje epsilon pravida s vyjimkou
pravidla S — ¢, pficemZ S neni na pravé strané Zadného pravidla) splfiuje definici
kontextové gramatiky, ale existuji kontextové gramatiky, které nejsou bezkontextové

Regularni gramatika (gramatika typu 3)

e pravidla maji néktery z nasledujicich tvarQ (prava regularni gramatika):
o (A aB),kdeA,BENAa€eZ
o (A a),kdeAeNpnaceZ



o (Ag),kdeAeN
alternativné Ize regularni gramatiku zavést nasledovné (leva regularni gramatika):

o (A Ba),kdeA,BeENAa€eZ

o (A,a),kdeAeNAacez

o (A/g),kdeAeN
dalSi alternativa (prava linearni gramatika):

o (A,wB), kdeA,BENAWEZZ*

o (A,w),kdeAeNAwWEZX*
dalSi alternativa (leva linearni gramatika):

o (A, Bw), kdeA,BENAWEZZ*

o (A,w),kdeAeNAwEZ"
jde o omezenou variantu bezkontextovych gramatik, tedy kazda regularni gramatika
splfiuje definici bezkontextové gramatiky, ale existuji bezkontextové gramatiky, které
nejsou regularni

Chomského hierarchie jazyku

At % je abeceda. Mnozina 2% je nespodetna tfida vSech jazyk(l nad abecedou 2. Chomského
hierarchie jazyku je hierarchie nasledujicich vyznamnych podtfid tfidy 2% definovanych pomoci
gramatik:
e L3 - tfida regularnich jazyku
o tfida jazykd generovanych regularnimi gramatikami (gramatikami typu 3)
e [, - tfida bezkontextovych jazyku
o ftfida jazykl generovanych bezkontextovymi gramatikami (gramatikami typu 2)
e [, - tfida kontextovych jazyk
o tfida jazykd generovanych kontextovymi gramatikami (gramatikami typu 1)
e [, - tfida rekurzivné vycislitelnych jazyku
o ftfida jazykl generovanych obecnymi gramatikami (gramatikami typu 0)

PfiCcemz plati
L3C Lyc Ly C Lyc 2%,
tedy
e kazdy regularni jazyk je bezkontextovy
e kazdy bezkontextovy jazyk je kontextovy
e kazdy kontextovy jazyk je rekurzivné vycislitelny
e existuje bezkontextovy jazyk, ktery neni regularni

o neregularitu Ize dokazat pomoci Pumping lemmatu pro regularni jazyky,
pfipadné pomoci Myhill-Nerodovy véty
o bezkontextovost Ize ukazat konstrukci bezkontextové gramatiky
o L={a""|n>=0}
e existuje kontextovy jazyk, ktery neni bezkontextovy
o nebezkontextovost Ize dokazat pomoci Pumping lemmatu pro bezkontextové

jazyky



o kontextovost Ize ukazat konstrukci kontextové gramatiky
o L={a"b"c"|n>=0}
e existuje rekurzivné vycislitelny jazyk, ktery neni kontextovy
o nekontextovost Ize dokazat pomoci diagonalizace, pfipadné pomoci redukce
(redukci typicky ukazeme silngjsi vlastnost, tedy nerekurzivitu)
o rekurzivni vyCislitelnost Ize ukazat konstrukci neomezené gramatiky
o HP: L = {<M>#<w> | <M> je kéd Turingova stroje, <w> je kod Fetézce a M zastavi
na w}
e existuje jazyk, ktery neni rekurzivné vycislitelny
o lze dokazat pomoci diagonalizace, pfipadné pomoci redukce
o co-HP: L = {<M>#<w> | <M> je kéd Turingova stroje, <w> je kod fetézce a M
cykli na w}

Operace nad formalnimi jazyky

At % je abeceda, L je tfida jazyk(, kde L. € 2%, a at’ o : (2%)" —2* je n-arni operace na mnoziné
2%, Ttida L je uzaviena na operaci o, pokud VL1, Lo, ..., Ln € L : o(L4, Lo, ..., Ln) € L.
Neformalné feceno, pokud operace pfijme na vstup pouze jazyky ze tfidy L, vysledkem bude
opét jazyk ze tfidy L.

V kontextu formalnich jazyk( se typicky bavime o operacich:
e binarni operace sjednoceni U
o L ULzé{WEZ*|W€L1VWEL2}
o mnozina fetézcl univerza, které patfi do jazyka L1 nebo do jazyka L»
o {a, b, ab} u {bbb} = {a, b, ab, bbb}
Z*

L1 Lo

e binarni operace pruniku N
e} L1nL2é{WEZ*|W€L1/\WEL2}
o mnozina fetézcl univerza, které patfi do jazyka L1 i do jazyka L>
o {a, b, ab} N {bbb, b} = {b}



Z*

e binarni operace rozdilu \
o L1\L2é{XEZ*|XEL1/\XEL2}
o mnozina fetézcl univerza, které patfi do jazyka L1, ale nepatfi do jazyka L.
o {a, b, ab}\ {bbb, b} = {a, ab}
Z*

L1 Lo

e unarni operace dopliiku (komplementu) -, co-
o TLi=co-Li2{xeZ|x¢&Li}
o mnozina fetézcu univerza, které nepatfi do jazyka L+



Z*

binarni operace konkatenace -
o L1'Lzé{X1'XQEZ*|X1€L1/\X2€L2}
o mnozina fetézcu univerza, které Ize rozdélit na dvé ¢asti tak, Ze prvni z nich patfi
do jazyka L1 a druha z nich do jazyka L2
o {a, b, ab} - {bbb, b} = {abbb, bbbb, abbbb, ab, bb, abb}
unarni operace reverzace R
o LR2a{xR|xel}
o mnozina fetézcl univerza, které jsou reverzaci fetézcu jazyka L
o {abbb, bbbb, abbbb, ab, bb, abb}? = {bbba, bbbb, bbbba, ba, bb, bba}
iterace *
o L*2uk=0— =] Lk
o mnozina fetézcl univerza, které jsou konkatenaci kone¢né mnoha fetézcli z
jazyka L
o {a}*={a"|n>=0}
pozitivni iterace *
o L*2uk=1— o] Lk
o L*=L*L
o {a}'={a"|n>=1}
nekoneéné sjednoceni
o sjednoceni nekonec¢né mnoha jazyku
nekonecny prunik
o pranik nekone¢né mnoha jazyku

Klasické problémy formalnich jazyku

At % je abeceda. Dale at M je né&jaky vypocetni model reprezentujici jazyk L(M) € 2% (koneény
automat, zasobnikovy automat, Turinguv stroj, gramatika,...). Definujeme:

problém nalezitosti
o Je dan vypocetni model M a fetézec w € *. Plati, Ze w € L(M)?
o Je dany fetézec pfijiman/generovan danym vypocetnim modelem?



e problém prazdnosti
o Je dan vypocetni model M. Plati, ze L(M) = @7
o Pf¥ijima/generuje dany vypocetni model prazdny jazyk?
e problém neprazdnosti
o Je dan vypocCetni model M. Plati, ze 3w € £* : w € L(M)?
o Pf¥ijima/generuje dany vypocetni model neprazdny jazyk?
e problém univerzality
o Je dan vypocetni model M. Plati, ze L(M) = £*?
o Pfijima/generuje dany vypocetni model univerzaini jazyk?
e problém konec¢nosti
o Je dan vypocetni model M. Plati, ze 3n € N : |[L(M)| = n?
o Pf¥ijima/generuje dany vypocetni model konecny jazyk?
e problém inkluze
o Jsou dany dva vypocetni modelu stejného typu M1, Mz. Plati, ze L(M1) € L(M2)?
o Jsou jazyky danych vypocetnich modelu v relaci inkluze?
e problém ekvivalence
o Jsou dany dva vypoc&etni modelu stejného typu M+, M.. Plati, ze L(M1) = L(M2)?
o Jsou jazyky danych vypocetnich modelu v relaci shodné?
e problém regularity
o Je dan vypocetni model M. Plati, ze L(M) € £3?
o P¥ijiméa/generuje dany vypocetni model reqularni jazyk?

At % je abeceda, L je tfida jazyk(, kde L. € 2%". Problém P (na néjz je odpovéd ano, nebo ne) je
pro tfidu L. rozhodnutelny, pokud existuje uplny TuringQv stroj rozhodujici jazyk problému P.
Jinak je tento problém nerozhodnutelny. Pokud existuje Turinguv stroj, ktery jazyk problému P
pfijima, ale neexistuje uplny Turinguyv stroj, ktery tento jazyk rozhoduje, pak je tento problém
c¢astecné rozhodnutelny.

Jinak fe€eno, problém P je pro tfidu IL rozhodnutelny pravé tehdy, pokud existuje algoritmus,
ktery na vstup pfijima libovolnou instanci daného problému a v kone¢ném €ase pro kazdou
takovou instanci korektné skonéi s korektnim vysledkem (se spravnou odpovédi pro dany
problém) — tedy odpovidajici TS nikdy necykli.

Napriklad problém prazdnosti je pro tfidu regularnich jazykl rozhodnutelny, nebot jazyk
{<A> | <A> je koéd koneéného automatu A s abecedou %, kde L(A) = @}
je rekurzivni, tedy existuje uplny Turinglv stroj, ktery tento jazyk rozhoduje. Ov§em problém
prazdnosti pro tfidu kontextovych jazykd rozhodnutelny neni, nebot jazyk
{<M> | <M> je kéd nedeterministického linearné omezeného automatu s abecedou 2, kde L(M)
= ¢}
neni rekurzivni, neexistuje zadny uplny TuringQv stroj, ktery by tento problém rozhodoval.



Vyznamné tfidy jazyku a jejich vliastnosti

V néasledujicim textu budou pfedstaveny podrobnéji jednotlivé tfidy Chomského hiarerchie.
Navic bude pfedstaveno nékolik daldich vyznamnych podtfid tfidy 2%, které v8ak nejsou
definovany pomoci gramatik.

Konecné jazyky

Tfida koneénych jazykl Lrn je tfida jazykl pfijimana/generovana:
e kone¢nymi automaty bez dosazitelnych a souc¢asné ukoncujicich cykli
e regularnimi vyrazy bez iterace
e regularnimi gramatikami bez rekurze
Kazdy konecny jazyk je regularni, ale existuji regularni jazyky, které nejsou konec¢né, tedy
Lren © L3
PFikladem regularniho jazyka, ktery neni konecny, je L ={a" | n >= 0}.

Uzavérové vlastnosti. Tfida kone¢nych jazykul je uzaviena na
e sjednoceni

pranik

rozdil

konkatenaci

reverzaci

TFida kone€nych jazykd neni uzaviena na
e doplnék
o Co-0=2"¢& Lrn



e iteraci

o {a}*={a"|n>=0}¢ Len
e pozitivni iteraci

o {a}'={a"|n>=1}¢& Lrn

Rozhodnutelné problémy. Pro tfidu kone¢nych jazykl jsou rozhodnutelné problémy
e nalezitosti
o pro deterministicky kone¢ny automat A = (Q, Z, &, so, F) bez dosazitelnych a
soucasné ukondcujicich cykll a w € Z* |ze v kone€ném Case otestovat, zda If € F
> (so, W) F* (f, €), tedy zda pfi Cteni fetézce w skonCime v koncovém stavu
e prazdnosti
o pro deterministicky kone¢ny automat A = (Q, Z, &, so, F) bez dosazitelnych a
soucasné ukoncujicich cykll Ize v kone&ném Case spocitat mnozinu
dosazitelnych stavu R € Q a otestovat, zda R N F = @, tedy zda jsou vSechny
koncové stavy nedosazitelné
e neprazdnosti
o pro deterministicky kone¢ny automat A = (Q, , &, so, F) bez dosazitelnych a
soucasné ukoncujicich cykll Ize v kone¢ném Case spoditat mnozinu
dosazitelnych stavi R € Q a otestovat, zda R N F # @, tedy zda je néktery
koncovy stav dosazitelny
e univerzality
o trividlné rozhodnutelné, Zadny konecny jazyk nemuze byt univerzalni
e konecénosti
o trividlné rozhodnutelné, kazdy konecny jazyk je konecny
e inkluze
o pro automaty A+, A2 bez dosazitelnych a sou€asné ukondujicich cykli Ize v
konecném Case ovéfit, zda plati L(A1) N co-L(A2) = @
e ekvivalence
o pro automaty A+, A2 bez dosazitelnych a sou€asné ukondujicich cykli Ize v
konecném Case ovéfit, zda plati L(A1) € L(A2) A L(A2) < L(A+)

Regularni jazyky

TFida regularnich jazyka L je tfida jazyk( pfijimana/generovana:
e regularnimi gramatikami
e koneénymi automaty
e regularnimi vyrazy

Kazdy regularni jazyk je deterministicky bezkontextovy, ale existuji deterministické
bezkontextové jazyky, které nejsou regularni, tedy

L3 € Lpza

Prikladem deterministického bezkontextoveého jazyka, ktery neni regularni, je L = {a"b" | n >= 0}.



Uzavérové vlastnosti. Tfida regularnich jazyku je uzaviena na

sjednoceni
prinik

rozdil
konkatenaci
reverzaci
dopinék

iteraci

pozitivni iteraci

Rozhodnutelné problémy. Pro tfidu regularnich jazykl jsou rozhodnutelné problémy

nalezitosti
o proA=(Q,Z, 09, so, F), we 2* Ize v konecném Case otestovat, zda 3f € F : (sg, w)
F* (f, €), tedy zda pfi Cteni fetézce w skonime v koncovém stavu
prazdnosti
o proA=(Q, %, 9, so, F) Ize v konecném Case spocitat mnozinu dosazitelnych
stavll R € Q a otestovat, zda R N F = @, tedy zda jsou vSechny koncové stavy
nedosazitelné
neprazdnosti
o proA=(Q,Z, 9, so, F) Ize v kone€ném Case spocitat mnozinu dosazitelnych
stavu R € Q a otestovat, zda R N F # @, tedy zda je néktery koncovy stav
dosazitelny
univerzality
o proA=(Q,Z, 9, so, F) Ize v kone€ném Case sestrojit komplementarni automat
co-A a ovéfit, zda L(co-A) = @
koneénosti
o proA=(Q,Z, 9, so, F) Ize v kone€ném Case odstranit vdechny neukoncujici a
nedosazitelné stavy a nasledné otestovat, zda je takto upraveny automat
acyklickym grafem
inkluze
o pro automaty A+, Az Ize v kone&ném Case ovéfit, zda plati L(A1) N co-L(A2) = @
ekvivalence
o pro automaty A1, Az Ize v koneEném Case ovéfit, zda plati L(A1) € L(A2) A L(A2) ©
L(A1)

Deterministické bezkontextové jazyky

Trida deterministickych bezkontextovych jazyka Loza je tfida jazyk( pfijimana/generovana:

deterministickymi zasobnikovymi automaty

Kazdy deterministicky bezkontextovy jazyk je bezkontextovy, ale existuji bezkontextové jazyky,
které nejsou deterministické bezkontextove, tedy

Loza C Lo



Prikladem bezkontextového jazyka, ktery neni deterministicky bezkontextovy, je L = {wwR | w €

{a, b}"}.

Uzavérové vlastnosti. Tfida deterministickych bezkontextovych jazykl je uzaviena na
e doplnék
e prunik s regularnim jazykem
o prunik kazdého deterministického bezkontextového jazyka s libovolnym
regularnim jazykem je deterministicky bezkontextovy

TFida deterministickych bezkontextovych jazyk( neni uzaviena na
e sjednoceni
o {a®b"|n>=0}u{a"b"|n>=0}¢ Loza
o po precteni symboll a neni zfejmé, zda mame ocekavat stejny, nebo polovi¢ni
pocet symbolu b, nelze to deterministicky urgit
e prunik
o {a"b"c™|m,n>=0}N{a™"c"| m, n>=0}={a"b"c" | n>=0} & Loza
e konkatenaci
o Li={#H{a?b"|n>=0}u{a"b" | n>=0}€ Loza
o L= {#}* € Lpza
o Lz Li={#*{#Ha?b" | n>=0} u{a"b" | n >=0}) = {#}*{a%"b" | n >= 0} U {#}*{a"b" |
n>=0} & Loza
o zde jsme si vypuijcili jazyk {a®"b" | n >= 0} U {a"b" | n >= 0} z prikladu
neuzavienosti Lpza na sjednoceni. Tento jazyk neni deterministicky
bezkontextovy, ale pokud pfed fetézce z prvni Easti jazyka umistime Fetézec #,
tzn. {#}{a?"b" | n >= 0} U {a"b" | n >= 0}, tento jazyk jiz deterministicky
bezkontextovy je, nebot’ pfitomnost symbolu # nam dava informaci o tom, kolik
symbolu b mame o¢ekavat po doc¢teni symboll a
o Pokud pred takovy jazyk pfikonkatenujeme jazyk {#}*, ktery je deterministicky
bezkontextovy, ziskame {#}*{a?"b" | n >= 0} u {#}*{a"b" | n >= 0}), tzn. informace
0 symbolu # na zacatku fetézce nam jiz nestaci k ur€eni, kolik symbold b mame
oCekavat po precteni symbolu a, nelze to deterministicky stanovit
o deterministické bezkontextové jazyky tedy nejsou uzavieny na konkatenaci
e iteraci
Li = {#{a?"b" | n>=0} U {a"b" | n >= 0} U {#} € Loza
Lo = {#H{a"b™ | m, n>=0} € L3
L1 N L2 € Lpza (z uzavienosti na prunik s regularnimi jazyky)
(L)* N Lz = {#H{a%"b" | n >= 0} U {#H{a"b" | n >= 0} & Loza
v tomto pruniku mohou byt obsaZzeny pouze fetézce, které zacinaji na #,
pokracuji néjakou posloupnosti symboll a a dale posloupnosti symbolt b
o prunik tedy z (L1)* odstrani vSechny fetézce, které nezacinaji na # (tzn. ¢ast {a"b"
| n >= 0} jazyka L1 zmizi), ale oproti jazyku L+ pfida Fetézce typu {#}{a"b" | n >= 0}
(nebot iterace obsahuje i jazyk L1 - L1)
o vysledkem pruniku je tedy (L1)* N L= {#Xa*"b" | n >= 0} U {#Ka"b" | n >= 0},
ovSem tento jazyk nemUize byt deterministicky bezkontextovy, nebot pfitomnost

O O O O



symbolu # nam opét nefika nic o tom, kolik mame ocekavat symbolu b po
precteni symbolu a
o jelikoz deterministické bezkontextové jazyky jsou uzavfeny na prunik s
regularnimi jazyky a jazyk L: je regularni, pak by (L4)* N L2 byl deterministicky
bezkontextovy pravé tehdy, pokud by i (L1)* byl deterministicky bezkontextovy
o jazyk (L1)* N L2ale neni deterministicky bezkontextovy, takze ani (L1)* nemuze
byt deterministicky bezkontextovy
o jazyk L4 je deterministicky bezkontextovy a jazyk (L1)* neni deterministicky
bezkontextovy, takze deterministické bezkontextové jazyky nejsou uzavieny na
iteraci
e pozitivni iteraci
o lze pouzit obdobny pfiklad jako v pfedchozim bodé
e reverzaci
o L={#{a*b"|n>=0}uU{a"b"|n>=0}€ Lpza
o LR={b"a® | n>=0}#} u{b"a"|n>=0}¢& Loza

Rozhodnutelné problémy. Pro tfidu deterministickych bezkontextovych jazykl jsou
rozhodnutelné problémy
e nalezitosti
o pro deterministicky zasobnikovy automat A = (Q, Z, I, d, so, Zo, F) a fetézec w €
2* Ize v koneéném Case otestovat, zda 3f € F : (so, w, Zo) H* (1, €, y), tedy zda pfi
Cteni fetézce w skon€ime v koncovém stavu s libovolnym obsahem zasobniku
e prazdnosti
o pro deterministicky zasobnikovy automat A =(Q, Z, I, 9, So, Zo, F) Ize v
kone&ném Case provést jeho transformaci na ekvivalentni bezkontextovou
gramatiku G = (N, Z, P, S), zkonstruovat mnozinu N;={B e N |3Iw € Z*: B =" w}
neterminal( generujicich terminaini fetézce a ovéfit, zda S & Ny, tedy zda
startujici symbol generuje néjakou vétu
e neprazdnosti
o pro deterministicky zasobnikovy automat A =(Q, Z, I, 9, So, Zo, F) Ize v
kone&ném Case provést jeho transformaci na ekvivalentni bezkontextovou
gramatiku G = (N, Z, P, S), zkonstruovat mnozinu N;={B e N |3Iw € Z*: B =" w}
neterminal( generujicich terminaini fetézce a ovéfit, zda S € N;, tedy zda
startujici symbol generuje néjakou vétu
e univerzality
o jelikoz deterministické bezkontextové jazyky jsou uzavieny na doplnék, Ize
deterministicky zasobnikovy automat A = (Q, Z, I, &, so, Zo, F) komplementovat a
nasledné komplement otestovat na prazdnost
e konecénosti
o pro deterministicky zasobnikovy automat A = (Q, Z, I, 8, so, Zo, F) Ize v
kone&ném Case provést jeho transformaci na ekvivalentni bezkontextovou
gramatiku G = (N, Z, P, S), z niz Ize odstranit e-pravidla a jednoducha pravidla
o dale je tfeba zkonstruovat mnozinu N;={B € N | 3w € ¥* : B =* w} neterminall
generujicich terminalni fetézce



o dale sestrojitrelacib € N x N, kde vB,CeN:BbL C <3a,8 € (NU 2)*: (B, aCB)
€ P, tedy dva neterminaly jsou v relaci b, pokud Ize prvni pfepsat v jednom kroku
na vétnou formu obsahujici druhy neterminal

o otestujeme, zda 3B € N;: S b* B AB L' B, tedy zda je mozné z neterminalu S
zderivovat neterminal, ktery se jednak v kladném poctu krokl prepiSe sam za
sebe, jednak generuje né&jakou vétu

o pokud ne, gramatika generuje kone¢ny jazyk

e ekvivalence
o prilis komplikované, odolavalo dikazu desitky let

Nerozhodnutelné problémy. Pro tfidu deterministickych bezkontextovych jazykud jsou
nerozhodnutelné problémy
e inkluze

Bezkontextove jazyky

Trida bezkontextovych jazyku £; je tfida jazykl pfijimana/generovana:
e bezkontextovymi gramatikami
e zasobnikovymi automaty

Kazdy bezkontextovy jazyk je kontextovy, ale existuji kontextové jazyky, které nejsou
bezkontextove, tedy
Ly c Ly

PFikladem kontextového jazyka, ktery neni bezkontextovy, je L = {ww | w € {a, b}*}.

Uzavérové vlastnosti. Tfida bezkontextovych jazyku je uzaviena na
sjednoceni

konkatenaci

iteraci

pozitivni iteraci

reverzaci

TFida bezkontextovych jazyk( neni uzaviena na
e doplnék
o L=co-{a"b"c"|n>=0}€ L,
o co-L={a"b"c"|n>=0}¢ L,

e prunik
o {a"b"c™|m,n>=0}N{amb"c" | n>=0}={a"b"c" | n>=0} ¢ L>
e rozdil

o {a"c™ | m, n>=0}\{w € {a, b, c}* | #5(W) # #(w)} = {a"b"c" | n >= O} ¢ L

Rozhodnutelné problémy. Pro tfidu bezkontextovych jazykl jsou rozhodnutelné problémy
e nalezitosti



o pro bezkontextovou gramatiku G = (N, %, P, S) pfevedenou do Chomského
normalni formy a pro fetézec w € 2*, Ize vyuzit algoritmus Cocke-Younger-
Kasami
e prazdnosti
o pro bezkontextovou gramatiku G = (N, Z, P, S) Ize vytvofit mnozinu N; = {B € N |
Jw € 2* : B =* w} neterminall generujicich terminaini fetézce lze ovéfit, zda S ¢
N, tedy zda startujici symbol generuje néjakou vétu
e neprazdnosti
o pro bezkontextovou gramatiku G = (N, Z, P, S) Ize vytvofit mnozinu N; = {B € N |
dw € £* : B =* w} netermindld generujicich terminalni fetézce Ize ovéfit, zda S €
N, tedy zda startujici symbol generuje néjakou vétu
e koneénosti
o pro bezkontextovou gramatiku G = (N, %, P, S), z niZ jsou odstranéna ¢-pravidla
a jednoducha pravidla, je tfeba zkonstruovat mnozinu N:={BeN |3Iw e £*: B
=" w} neterminall generujicich terminalni fetézce
o dale sestrojitrelacib € N x N, kde vB,CeN:BbY C <3a,8 € (NU £)*: (B, aCp)
€ P, tedy dva neterminaly jsou v relaci %, pokud Ize prvni pfepsat v jednom kroku
na vétnou formu obsahujici druhy neterminal
o otestuje se, zda 3B € N;: S b* BABL* B, tedy zda je mozné z neterminalu S
zderivovat neterminal, ktery se jednak v kladném poctu krokl prepiSe sam za
sebe, jednak generuje néjakou vétu
o pokud ne, gramatika generuje kone¢ny jazyk

Nerozhodnutelné problémy. Pro tfidu bezkontextovych jazykl jsou nerozhodnutelné problémy
e inkluze
e univerzality
e ekvivalence

Deterministické kontextové jazyky
Tfida deterministickych kontextovych jazykl Loioa je tfida jazyk( pfijimana/generovana:

e deterministickymi linearné omezenymi automaty

K 29. €ervnu 2023 neni dle dostupnych informaci znamo, zda je tato tfida viastni podtfidou tfidy
kontextovych jazykud, nebo je ji rovna. Loroa = DSPACE[N], zatimco Lioa= £1 = NSPACE[n].
Neni znamo, zda DSPACE[n] = NSPACE[n].

Kontextové jazyky

Trida kontextovych jazyku L4 je tfida jazyk( pfijimana/generovana:
e kontextovymi gramatikami
e nedeterministickymi linearné omezenymi automaty

Kazdy kontextovy jazyk je rekurzivni, ale existuji rekurzivni jazyky, které nejsou kontextové, tedy



Ly € Lrec

Méjme kddovani kontextovych gramatik nad abecedou {0, 1}. Pro w € {0, 1}*, kde w je kédem
kontextové gramatiky, je Gw kontextovou gramatikou s kédem w. Pokud w € {0, 1}* neni
korektnim kédem kontextové gramatiky, pak Gw = ({S}, {a}, @, S).

Prikladem rekurzivniho jazyka, ktery neni kontextovy, je L = {w € {0, 1}* | w & L(Gw)}, coz Ize
ukazat pomoci diagonalizace a pomoci konstrukce uplného Turingova stroje akceptujiciho L.

Uzavérové vlastnosti. Trida kontextovych jazykl je uzaviena na
e sjednoceni

pranik

rozdil

doplinék

konkatenaci

iteraci

pozitivni iteraci

reverzaci

Rozhodnutelné problémy. Pro tfidu kontextovych jazykl jsou rozhodnutelné problémy
e nalezitosti
o linearné omezeny automat (LOA) M = (Q, 2, I, §, qo, qr) je uplnym Turingovym
strojem, jenz je mozné determinizovat (vysledny uUplny deterministicky Turinglv
stroj M’ nemusi byt deterministickym linearné omezenym automatem). Staci
zahajit deterministicky béh stroje M’ na vstupu w € *, ktery vzdycky skonCi v
koneéném poctu krokd.

Casteéné rozhodnutelné problémy. Pro tfidu kontextovych jazyku jsou &astedné
rozhodnutelné problémy
e neprazdnosti
o linedrné omezeny automat (LOA) M = (Q, %, I, &, qo, Gr) je Uplnym Turingovym

strojem, jenz je mozné determinizovat (vysledny Uplny deterministicky Turingtv
stroj M’ nemusi byt deterministickym linearné omezenym automatem). Staci
lexikograficky generovat veSkera slova w € 2* a zahajovat béh stroje M’ na
téchto slovech. Pokud je jazyk stroje M neprazdny, nékteré slovo bude dfive i
pozdéji akceptovano. Pokud je jazyk stroje M prazdny, bude generovani a
testovani slov cyklit.

Nerozhodnutelné problémy. Pro tfidu kontextovych jazykd jsou nerozhodnutelné problémy
prazdnosti

univerzality

kone€nosti

inkluze

ekvivalence



Rekurzivni jazyky

TFida rekurzivnich jazyka Lrec je tfida jazyku pfijimana/generovana:
e uplnymi Turingovymi stroji

Kazdy rekurzivni jazyk je rekurzivné vycislitelny, ale existuji rekurzivné vycislitelné jazyky, které
nejsou rekurzivni, tedy
Lrec © Lre

Pfikladem rekurzivné vycislitelného jazyka, ktery neni rekurzivni, je L = {<M>#<w> | <M> je kod
Turingova stroje M, <w> je kod fetézce w a M zastavi na w}.

Uzavérové vlastnosti. Trida rekurzivnich jazyk( je uzaviena na
e sjednoceni

prianik

rozdil

doplinék

konkatenaci

iteraci

pozitivni iteraci

reverzaci

Rozhodnutelné problémy. Pro tfidu rekurzivnich jazykud jsou rozhodnutelné problémy
e nalezitosti
o Uplny Turingav stroj M = (Q, Z, ', §, qo, qr) Ize determinizovat a vytvorit tak stroj
M’. Staci zahajit deterministicky béh stroje M’ na vstupu w € ¥*, ktery vzdycky
skongi v kone€ném poctu krokd.

Casteéné rozhodnutelné problémy. Pro tfidu rekurzivnich jazyku jsou &asteéné
rozhodnutelné problémy
e neprazdnosti
o uplny Turinglv stroj M = (Q, Z, T, &, qo, qr) Ize determinizovat a vytvofit tak stroj

M’. Staci lexikograficky generovat veskera slova w € * a zahajovat béh stroje M’
na téchto slovech. Pokud je jazyk stroje M neprazdny, nékteré slovo bude dfive
Ci pozdéji akceptovano. Pokud je jazyk stroje M prazdny, bude generovani a
testovani slov cyklit.

Nerozhodnutelné problémy. Pro tfidu kontextovych jazykl jsou nerozhodnutelné problémy
e prazdnosti

univerzality

koneénosti

inkluze

ekvivalence



Rekurzivné vycislitelné jazyky

Tfida rekurzivné vyc¢islitelnych jazykt Lre = Lo je tfida jazyk( pfijimana/generovana:
e obecnymi gramatikami
e (obecnymi) Turingovymi stroji

Existuji jazyky, které nejsou rekurzivné vycislitelné, tedy
Lre C 22*

Pfikladem jazyka, ktery neni rekurzivné vycislitelny, je L = {<M>#<w> | <M> je kod Turingova
stroje M, <w> je kod Fetézce w a M cykli na w}.

Uzavérové vlastnosti. Trida rekurzivné vycislitelnych jazykl je uzaviena na
e sjednoceni

prianik

konkatenaci

iteraci

pozitivni iteraci

reverzaci

Tfida rekurzivné vycislitelnych jazykd neni uzaviena na
e dopinék
o At L je rekurzivné vycislitelny nerekurzivni jazyk, pak jeho doplnék neni
rekurzivné vycislitelny
o Predpokladejme, Ze rekurzivné vycislitelné jazyky jsou uzavieny na doplnék. At
L je rekurzivné vycislitelny nerekurzivni jazyk, pak by existoval Turinglyv stroj M,
kde L(M) = L. Pokud by rekurzivné vycislitelné jazyky byly uzavieny na dopinék,
musel by existovat i Turinguv stroj M’, kde L(M’) = co-L. Potom by bylo mozné
sestrojit Turinguv stroj M”, ktery by stfidavé po jednom kroku simuloval stroje M,
M’ na svém vstupu w. Pokud by simulace M skondila pfijetim, stroj M” by
akceptoval. Pokud by simulace stroje M’ skon¢ila pfijetim, stroj M” by odmitl.
Jeden ze stroji M, M’ by musel dfive €i pozdéji akceptovat, tedy M” je upliny
Turinglv stroj rozhoduijici L. To je ale spor, protoZe L je nerekurzivni. Tedy
doplnék rekurzivné vycislitelného nerekurzivniho jazyka neni rekurzivné
vycislitelny.
o Ztoho plyne, ze rekurzivné vycislitelné jazyky nejsou uzavieny na doplnék.
e rozdil
o 2*\HP ¢ Lgre

Casteéné rozhodnutelné problémy. Pro tfidu rekurzivné vygislitelnych jazykd jsou éasteéné
rozhodnutelné problémy
e nalezitosti
o Turinglv stroj M = (Q, Z, T, &, qo, gr) je mozné determinizovat, vysledkem je
deterministicky TuringQv stroj M’. Staci zahajit deterministicky béh stroje M’ na



vstupu w € Z*, ktery skoné&i akceptovanim, pokud w € L(M). V pfipadég, ze w ¢
L(M), muze béh cyklit.
neprazdnosti
o Turinglv stroj M = (Q, %, I, &, qo, gr) je mozné determinizovat, vysledkem je

deterministicky TuringQv stroj M’. TuringGv stroj N feSici problém neprazdnosti
nedeterministicky vygeneruje fetézec w € ¥* a spusti simulaci M’ na w. Pokud M’
pfijima n&jaky fetézec, mize byt nedeterministicky vygenerovan. V pfipadé, ze
L(M) = @, mize béh cyklit.

Nerozhodnutelné problémy. Pro tfidu rekurzivné vycislitelnych jazykl jsou nerozhodnutelné

problémy
e prazdnosti
e univerzality
e konecnosti
e inkluze

ekvivalence

Jazyky mimo tfidu rekurzivné vycislitelnych jazyku

Tfida jazyk(, které nejsou rekurzivné vydislitelné, tzn. tfida 2%\ Lge, obsahuje nespocetné
mnoho jazykd. Neni znam zadny konecné stavovy model, ktery by ji pfijimal.

Uzavérové vlastnosti. Tato tfida jist€ neni uzaviena na

sjednoceni

o {<M>| M je Gplny TS} U co-{<M> | M je Upiny TS} = =* ¢ 2%\ Lge
pranik

o {<M>|M je tplny TS} N co-{<M> | M je upIny TS} = @ & 2%\ Lge
doplinék

o co-(co-HP) & 2%\ Lgre

rozdil
o co-HP\co-HP =@ ¢ 2>\ Lre
konkatenaci

o ({<M>| M je tplny TS} U {€}) - (co-{<M> | M je tplny TS} U {€}) = Z* & 2%\ Lre
iteraci

o (co-HP U Z)*=3* ¢ 2%\ Lgre
pozitivni iteraci

o (co-HP U Z) =%"¢ 2%\ Lge

Nerozhodnutelné problémy. Pro tuto tfidu neni rozhodnutelny zadny vySe z uvedenych
problém.
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Pokud v textu najdete chybu, nebudete nécemu rozumét nebo budete mit dojem, Ze by bylo

vhodné néco doplnit, kontaktujte na discordu uzivatele kocotom.




