53. Randomizované algoritmy (Monte
Carlo a Las Vegas algoritmy)

Indikatorova nahodna promeénna

At (Q, S, P) je pravdépodobnostni prostor, dale at A€ S jejev (tudizAc Q Aje tedy néjaka
mnozina vysledkd pokusu) a at Xa: Q — R je nahodna veli¢ina. Reknéme, ze Xa je indikatorova

nahodna proménna jevu A, pokud pro Yw € Q:

e weA>Xa(w)=1
o indikatorova nahodna veligina Xa nabyva hodnoty 1 pro vysledky pokusu
(elementarni jevy) lezici v jevu A
o ztoho plyne, Ze jev [Xa=1]=A, a tudiz P(Xa = 1) = P(A)
e wWeQ\A=Xa(w)=0

o indikatorova nahodna velicina Xa nabyva hodnoty 0 pro vysledky pokusu
(elementarni jevy) lezici mimo jevA
o ztoho plyne, ze jev[Xa=0]=Q\A, a tedy P(Xa=0)=P(Q\A)=1 - P(A)
Q

N

4 0 1 2 3

P¥iklad. Hazime jedenkrat poctivou Sestisténnou kostkou. Zakladni prostor Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Mame jev A = {1, 2}, tedy jev A nastane tehdy, pokud na kostce padne hodnota 1, nebo 2. Pro
odpovidajici indikatorovou nahodnou promé&nnou Xa plati:
e [Xa=0]={3,4,5,6}
o Xa nabyva hodnoty 0 tehdy, pokud na kostce padne jedno z &isel 3, 4, 5, 6
o Xa=1]1={1,2}
o Xa nabyva hodnoty 1 tehdy, pokud na kostce padne jedno z gisel 1, 2

At (Q, S, P) je pravdépodobnostni prostor. U indikatorovych nahodnych proménnych pozorujeme
nékolik vlastnosti:
e stiedni hodnota indikatorové nahodné proménné
o at Xa je indikatorova nahodna proménna jevu A € §
o stfedni hodnotu této nahodné veliciny spocitame pomoci vzorce
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EX, = Z @ PX =a)=0-PX =0)+1 PX=1) = PX
a€im(Xa)
= 1) = P(A)
m Im(Xa) je obor hodnot nahodné veliginy Xa, zde mnoZina {0, 1}

stfedni hodnota indikatorové nahodné promeénné jevu A tedy pfesné odpovida
pravdépodobnosti jevu A

pro vy$e uvedeny priklad hazeni kostkou plati EXa = P(A) = 1/3, tedy ocekavana
hodnota nahodné veliciny Xa je 1/3

e linearita stfedni hodnoty

(o]

mé&jme n indikatorovych nahodnych prom&nnych Xa1, Xaz, ..., Xan PO fadé pro jevy
A, Az, ..., AES

definujme nahodnou proménnou X = Yi-q Xa, jako sumu vyse uvedenych
nahodnych proménnych Xa, Xaz, ..., Xan

tato nahodna veliéina nabyva hodnot odpovidajicich pfirozenym &islim v rozsahu
0-n

pro vypodet jeji stfedni hodnoty Ize vyuzit linearity stredni hodnoty

n n
EX = E(Z x,,‘) = Z EXy,

i=1
tedy stfedni hodnotu je mozné vlozit dovnitf sumy a jednoduse secist stredni
hodnoty jednotlivych indikatorovych proménnych
v ramci ptikladu uvazujme o n hodech Zestisténnou kostkou, jak bylo naznaceno
vyse
s definujeme jevy A, Az, As, ..., An, kde jev A popisuje, Ze v i. hodu kostkou
padla hodnota 1, nebo 2
a zavedeme odpovidajici indikatorové nahodné proménné Xa1, Xaz, ..., Xan,
kde nahodna proménna Xai
e nabyva hodnoty 1, pokud v i. hodu padla na kostce hodnota z
mnoziny {1, 2}
e nabyva hodnoty 0, pokud Vv i. hodu padla na kostce hodnota z
mnoziny {3, 4, 5, 6}
a nahodna velicina X = YI'-, X, nabyva hodnoty od 0 do n dle toho,
kolikrat na provedenych n pokusech na kostce padla hodnota 1, nebo 2
m v nejhorsim pfipadé nepadne sadna z téchto hodnot ani jednou, tedy X
nabyva hodnoty 0
m Vv nejlepsim pripadé padne néktera z téchto hodnot pokazdé, tedy X nabyva
hodnoty n
m zajima nas prumérny pfipad, tedy hledame stfedni hodnotu nahodné
veliciny X:

EX=E(i X“‘>=i EXAi:i P(x,,i).—_zn: %:%

i=1 i=1 i=1 i=1
s hodnota 1, nebo 2 se na kostce prumérné objevi v n/3 pfipadech z n
hodu

ot



Indikatorové promé&nné budeme pouzivat pro pravdépodobnostni analyzu chovani
randomizovanych algoritmi v primérnem pfipadé.

Problém naboru

Méjme n kandidati na jednu pracovni pozici. Nad témito kandidaty je mozné sestrojit relaci
totalniho ostrého usporadani dle toho, o jak kvalitni kandidaty jde. Jinak feceno, pokud zvolime
dva libovolné kandidaty, po kratkém piijimacim pohovoru s kazdym z nich Ize snadno a
jednozna&né urgit, ktery z nich je lepsim kandidatem (Zadni dva nejsou stejné dobff).

Zaméstnavatel postupné provadi pfijimaci pohovory se véemi kandidaty. Pokud je pracovni
pozice dosud neobsazena, je zaméstnan jakykoliv kandidat, ktery pfijde na fadu (je lep$i nékoho
zaméstnat neZ mit misto neobsazeno). Pokud je pracovni pozice obsazena a zaméstnavatel
provede pracovni pohovor s kandidatem, ktery je lepsi nez pravé zaméstnana osoba, je tato
osoba propuéténa a zaméstnan je nové objeveny lep$i kandidat.

Timto postupem bude nakonec zaméstnan nejlepsi ze vsech kandidati. Cena pracovniho
pohovoru je zanedbatelna, ovsem naklady na zaméstnani noveho kandidata jsou znacne,
oznaéme je pomoci konstanty c. Pokazdé, kdyZ je zaméstnan novy kandidat, je tfeba tyto naklady
uhradit.

Algoritmus: Problém naboru

Vstup: n kandidatd

Vystup: index hired nejlepsiho kandidata
1. hired =0

2. forke[1.. nJ

a. interview(k)

b. if k is better than hired:
i.  hire(k)
ji.  hired =k

e nejlepsi pripad
o nejschopnéjsi kandidat nalezen jako prvni
o naklady za zaméstnani se uhradi pouze jednou
o slozitost ¢ini Q(c)
o pfi nahodném poradi pfichozich kandidatt je pravdépodobnost nejlepsiho pfipadu
1/n
m vdech moznych permutaci mnoziny kandidatt je n!
m pfiznivych permutaci, kdy prvni kandidat je napevno zvolen, je (n-1)!
-1)!
e nejhorsi pripad
o kandidati pfichazeji pfesné v pofadi daném usporadanim kvality kandidatt
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o postupné zaméstname vsech n kandidatu

o to odpovida sloZitosti O(cn)

o pfi nahodném poradi pfichozich kandidat( je pravdépodobnost nejhorsiho pfipadu
1/n!

a vdech moznych permutaci mnoziny kandidatl je n!
m pfizniva permutace, kdy jsou kandidati sefazeni dle kvality, je pouze jedna
e pramérny pfipad

o uvazujme o nahodném pofadi pfichozich kandidatu

o zavedeme n indikatorovych nahodnych proménnych Xi, Xz, X3, ..., Xn, kde
nahodna proménna X

m nabyva hodnoty 1, pokud i. kandidat byl zaméstnan
e byl lepsi nez vsichni predchozi kandidati
m nabyva hodnoty 0, pokud /. kandidat nebyl zaméstnan
e néktery z pfedchozich kandidatd byl lepsi
o najdeme stfedni hodnotu indikatorové proménné X
m EX= P(Xi)
s hledame tedy pravdépodobnost, Ze . kandidat je zaméstnan
s k tomu dojde pouze tehdy, pokud je nejlepsi z prvnich i pfichozich
kandidatt
s tato pravdépodobnost tedy Cini 1/i, coz piesné odpovida i stfedni hodnoté
proménné X
m EXi=1/i

o dale definujeme nahodnou proménnou X = ¥r_, X ktera popisuje pocet
postupn& zaméstnanych kandidatu, tedy v nejlepsim pfipadé nabyvéa hodnoty 1, v
nejhor$im piipadé nabyva hodnoty n

o zkoumejme pramérny pfipad

m EX =By X) =Ty EXi=Zf, {=ln+o)

o tedy v primérném piipadé provedeme O(In n) zaméstnani kandidata, a tedy
naklady na zaméstnavani budou O(c In n), coz je vyrazné priznivéjsi nez nejhorsi
pripad

o toto ovéem plati pouze v pfipadé, ze se mizeme spolehnout na nahodné
poradi kandidati na vstupu

Randomizované algoritmy

V predchozi &asti jsme vidéli, Ze problém naboru se v primérném pfipadé chova vyrazné lépe
nez v nejhorsim piipadé, ovéem to jen za predpokladu, Ze pofadi kandidatu je skuteéné nahodné
(muzeme se spolehnout, Ze neni podvrzené, nefidi se podle néjakého pravidla, s nimz jsme pri
analyze nepocitali).

Budeme tedy pouzivat randomizaci pro zajisténi odvozené sloZitosti v pramérném pripadeé.
B&zné metody randomizace jsou:
e randomizace vstupu
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o nahodné& zpfehazime vektor vstupnich hodnot
m problému naboru
e nahodné volby v téle algoritmu
o za b&hu algoritmu nahodné volime hodnoty, které nemusi mit souvislost se
vstupem
m quick sort

Rozlisujeme dvé zakladni tfidy randomizovanych algoritmu:
e Las Vegas algoritmy
o Las Vegas algoritmy vzdy vrati spravny vysledek
o typicky je u nich garantovana lepsi prumérna asova sloZitost nez je slozitost
odpovidajiciho deterministického algoritmu
o ovéem pro nékteré instance (nikoliv véak v odekavaném pfipadé) muze byt jeho
slozitost horéi nez sloZitost odpovidajiciho deterministického algoritmu
o pravdépodobnost, Ze algoritmus typu Las Vegas pobé&zi vyrazné déle nez jeho
deterministicka varianta, je typicky pomérné mala
e Monte Carlo algoritmy
o Monte Carlo algoritmy mohou vratit nespravny vysledek
o je zde garantovana lepsi &asova slozitost v nejhordim pfipadé nez Gasova
slozitost odpovidajiciho deterministického algoritmu
o pravdépodobnost, Ze algoritmus typu Monte Carlo vrati nespravny vysledek, je
typicky pomérné mala

Predpokladejme, Ze mame pole sudé délky o velikosti n obsahujici prvnich n kladnych
pfirozenych &isel ve zcela nahodném poradi. Chceme sestrojit algoritmus, ktery najde libovolny
index i do tohoto pole, na némz se nachazi Cislo vy§si nez n/2.

Deterministicky algoritmus

Algoritmus: Deterministické nalezeni &isla z horni poloviny rozsahu
Vstup: Pole V s nahodnou permutaci n piirozenych gisel z rozsahu 1 az n
Vystup: Index i, kde V[i] > n/2

1. forie[1..n]

a. If(vV[i] > n/2):
i. return i

o v nejlepsim piipadé je vhodny index nalezen hned jako prvni, tedy se potykame
se slozitosti Q(1)

o v nejhorsim pfipadé musime prohledat n/2 prvku pole, nez najdeme vhodny index,
tedy slozitost odpovida O(n)



Las Vegas algoritmus

Algoritmus: Randomizované nalezeni &isla z horni poloviny rozsahu, styl Las Vegas
Vstup: Pole Vs nahodnou permutaci n pfirozenych isel z rozsahu 7 azn
Vystup: Index i, kde V[i] > n/2
1. while True:
a. i=randint(0, n-1)
b. if(V[i] > n/2):
i. returni

o v nejlepsim pfipadé je vhodny index nalezen hned jako prvni, tedy se potykame
se slozitosti Q(1)
o v nejhor§im pfipadé cyklime, coz je horsi nez ¢as O(n), ovsem pravdépodobnost
né&eho takového se blizi nule
o analyzujme pramérny pfipad
a zavedeme nahodné jevy Ay, Az, As, ... (je jich tentokrat nekone¢né mnoho),
pficéemz jev A popisuje situaci, %e bylo nezbytné pustit i. iteraci while cyklu
(hlavni smy¢&ky), nebot algoritmus dosud neskongil

s zavedeme indikatorové nahodné proménné Xai, Xaz, Xa3, ..., pricemz
nahodna promé&nna Xa popisuje jev, ze bylo spusténo i. provedeni hlavni
smycky

e Xa nabyva hodnoty 1 tehdy, pokud bylo nutné spustit i. iteraci
(algoritmus neskoncil dfive)
e Xu nabyva hodnoty 0, pokud nebylo nutné spustit i iteraci
(algoritmus skongil jiz dfive)
s zfejmé EX; = P(Ay) = 1, nebot prvni iterace je spusténa vzdy, tedy
pravdépodobnost jevu As je 1
m pravdépodobnost, Ze jsme v prvni iteraci nasli hodnotu vyssi nez n/2, je
1/2, tedy pravdépodobnost, Ze potfebujeme spustit druhou iteraci, je
rovnéz 1/2
s tedy EXz = P(A2) = 1/2
s obecné pravdépodobnost, Ze je nutné spustit /. iteraci, odpovida 1/2"",
nebot se soudasné muselo stat, ze vSechny predchozi (a nezavislé)
nahodné volby indexu byly nevhodné
a zavedeme nahodnou proménnou X = Y, X, kterd popisuje pocet
spusténi hlavni smycky algoritmu
s ziemE EX = E(TP, X)) =X EXi=Xi% 2~t=1)
» jde o geometrickou fadu s kvocientem q =1/2a s prvnim prvkem a; = 2"
. a 1
N =1, tedy Ize psat EX = 1_‘q=T__1=2
s od&ekavany poéet provedeni hlavni smy¢ky je 2, tedy algoritmus pracuje
s prumérnou ¢asovou slozitosti O(1)




o algoritmus tedy vzdy vrati spravny vysledek, mize mitv nejhor§im pfipadé znacné
horéi &asovou sloZitost nez deterministicka varianta, ale v primérném pfipadé se
chova vyrazné |lépe nez deterministicka varianta v nejhorsim pfipadé

Monte Carlo algoritmus

Algoritmus: Randomizované nalezeni &isla z horni poloviny rozsahu, styl Monte Carlo

Vstup: Pole V s nahodnou permutaci n pfirozenych Cisel z rozsahu 1 aZ n, konstanta ¢ znacici
pevny pocet opakovani hlavni smycky

Vystup: Index i, kde V[i] > n/2

1. forie[l..cJ:

a. i=randInt(0, n-1)
b. if(V[i] >=n/2):
i. returni
2. return randint(0, n)

o v nejlep$im pripadé je vhodny index nalezen hned jako prvni, tedy se potykame
se sloZitosti Q(1)

o v nejhorsim pfipadé je smycka provedena ckrat a ani poté neni nalezen korektni
vysledek, algoritmus vraci nahodny index, potykame se vSak opét se sloZitosti
0O(1)

o tento nejhorsi pfipad nastane s pravdépodobnosti 1/2°, coz muze byt velice nizka
pravdépodobnost, pokud zvolime dostate¢né vysokeé cislo ¢

o provedeme-li hlavni smycku pouze jednou, algoritmus vrati $patny vysledek
s pravdépodobnosti 1/2, coZ je pomérné nepfiznive

o metodu navy$eni opakovani hlavni smycky pro snizeni pravdépodobnosti chyby
nazyvame amplifikace

m je vSak zadouci hodnotu ¢ skutené stanovit jako konstantu, abychom si
udrzeli v nejhorsim pfipadé ¢as O(1)

m pokud bychom hlavni smycku provadéli napfiklad n/2krat, tedy v
nekonstatnim poé&tu, dostaneme se v nejhorsim pfipadé na sloZitost O(n)

o pii analyze primérného pfipadu bychom zjistili, Ze primérny pocet spusténi hlavni
smyéky odpovida hodnoté 2 - 2. coz rovnéz odpovida sloZitosti O(1)

P¥iklady dal$ich randomizovanych algoritmu

e Quick-sort
o sekvenéni fadici algoritmus, ktery provadi nahodny vybér pivotniho prvku za
béhu algoritmu
o jde o algoritmus typu Las Vegas
s v kazdém spusténi vrati korektni vysledek
= v nejhorsim pfipadé sloZitost O(n?)
m v primérném piipadé sloZitost O(n-log n)



e Miller-Rabinuv algoritmus
o pravdépodobnostni algoritmus pro testovani prvoéiselnosti vstupniho &isla
o vychazi z ovéfovani jisté algebraické vlastnosti, ktera musi platit pro kazdé
prvocislo
o tato vlastnost u slozenych &isel platit nemusi, ale muze
o jde o algoritmus typu Monte Carlo

ma garantovanou sloZitost O(log® n), kde n je vstupni islo

pokud ma na vstupu prvoéislo, vzdy jej oznaci za prvocislo

pokud ma na vstupu slozené gislo, je $ance nejvyse 1/4, ze jej chybné
prohlasi za prvocislo, jinak jej prohlasi za slozené Cislo

pokud tedy algoritmus néjaké &islo prohlasi za slozené, je zcela jisté
slozené

Pokud v textu najdete chybu, nebudete nécemu rozumét nebo budete mit dojem, Ze by bylo
vhodné néco doplinit, kontaktujte na discordu uzivatele kocotom.
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