66. Turingovy stroje (jazyky prijimane
TS, varianty TS, linearne omezeneé
automaty, vycislitelné funkce).

Odkaz na video: SZZ: Turingovy stroje a vy¢islitelné funkce

Video pokryva nasledujici témata: Deterministicky Turingayv stroj. Nedeterministicky Turinglv
stroj. Uplny Turingtiv stroj. k-paskovy Turingtv stroj. Lineérné omezeny automat. Jazyky
pfijimané Turingovymi stroji. Pfevod nedeterministického Turingova stroje na deterministicky
Turinguv stroj. Prevod k-paskového Turingova stroje na jednopaskovy Turinglyv stroj.
Vycéislitelné funkce. Pocatecni funkce. Technika kombinace. Technika kompozice. Technika
primitivni rekurze. Primitivné rekurzivni funkce. u-rekurzivni funkce. Technika minimalizace.
Parcialné rekurzivni funkce. Hierarchie funkci.

Deterministicky Turinguyv stroj

Deterministicky Turinguv stroj je Sestice M = (Q, Z, I, 8, qo, qr), kde

Q je kone¢na, neprazdna mnozina stavu

2 je vstupni abeceda (kone¢na, neprazdna mnozina symbolu), pficemz A ¢ ¥

I" je paskova abeceda (konecna, neprazdna mnozina symboll), pfiemzZ c T AA €T A
L,Regrl

O:(Q\{ag}) xI' > Q x (I U {L, R}) je parcialni pfechodova funkce

Qo € Q je pocatecni stav

gr € Q je koncovy stav

Turinglv stroj je vypocetni model, ktery podobné jako kone&ny automat slouzi jako akceptor
néjaké tridy jazyku. Lze rovnéz vyuzit pro vycCisleni funkce. Sklada se ze stavového prostoru, k
némuz mame k dispozici nekone¢nou pamét ve formé pasky, po niz je mozné se libovolné
pohybovat.

Turinglv stroj zakreslime grafové podobné jako kone&ny automat. Rozdil je v tom, Ze
vyuzZivame pravé jeden koncovy stav a Ze pfechody jsou ohodnoceny jinym zpusobem. Zapis
a/b pobliz pfechodu, kde a, b € I, znadi, Zze pod hlavou stroje oCekavame symbol a, ktery bude
po vykonani pfechodu pfepsan na b. Misto symbolu b se mize v ramci pfechodu vyskytovat
jeden ze symboll L, R, coz znadli vykonani kroku doleva/doprava na pasce (v tomto pofadi).

Na nasledujicim obrazku je vyobrazen Turinglv stroj M = (Q, Z, T, 9, qo, qr), kde


https://www.youtube.com/watch?v=cjJXMGlk7xE

Q ={qo, a1, a1}

¥ ={a, b}

[={a, b, A}

6(qo, &) = (a1, R), 8(q1, a) = (a1, R), d(q1, b) = (qr, b)

a/R

/

AtM=(Q, Z, T, 9, qo, g) je Turinglv stroj. Konfigurace Turingova stroje je trojice

(9, YA®, n) e Q x {yA” |y € ["} x N,

tedy stav vypoctu stroje, kde q znaci stav, v némz se stroj momentalné nachazi, y je kone¢na
predpona paskovych symboll (konecny prefix pasky) nasledovana nekonecnou posloupnosti
symbolu A a n je pozice Cteci hlavy na pasce.

AtM=(Q, Z, T, 8, qo, g) je Turinglv stroj. Krok vypoctu Turingova stroje je nejmensi binarni
relace mezi konfiguracemi - < (Q x {yA® | y € [} x N) x (Q x {yA¥ | y € [*} x N), takova, ze

Vg, reQ:vneN:vVael: VB, Ael:vyelv:

e 0(q,B)=(r, R)=(q, aBy, n) I (r, aBy, n + 1) [krok doprava na pasce]
e (8(q,B)=(r,L) An>0)=(q, aBy, n) I (r, aBy, n - 1) [krok doleva na pasce]
e 0(q,B)=(r,A) = (q, aBy, n) I (r, aAy, n) [pFepsani symbolu na pasce]

Jinak fe€eno, pasku si rozdélime na tfi ¢asti a, B, y, pfiemz ¢ast a ma délku n symbol(, ¢ast B
obsahuje jediny symbol a ¢ast y je nekone¢na. Hlava stroje je na pozici n, tedy stroj ma pod
hlavou pravé symbol 8 (pasku indexujeme od nuly). Pokud je stroj ve stavu g a 8(q, B) = (r, R),
pak se pfesuneme do stavu r, paska zustane nezménéna a n zvySime o 1, tedy hlava se
posune doprava. Pokud je stroj ve stavu g, hlava neni na indexu 0 (nejlevéjSi burika pasky) a
0(q, B) = (r, L), pak se pfesuneme do stavu r, paska zGstane nezménéna a n snizime o 1, tedy
hlava se posune doleva. Pokud je stroj ve stavu g a 8(q, B) = (r, A), pak se pfesuneme do stavu
n, symbol B pod hlavou zmé&nime na symbol A a neposuneme nikam hlavu stroje.

Pozn.: Rikéme, Ze  je nejmensi binarni relace splriujici vyse uvedené podminky z toho
duvodu, Ze jednotlivé podminky jsou uvedeny ve tvaru implikace. Pokud je leva strana nékteré
implikace splnéna, pak dané dvé konfigurace jsou nutné v relaci . Pokud ov§em pro nékteré
dvé konfigurace neplati ani jedna z uvedenych podminek na levé strané implikace, neni zfejmé,
zda v relaci byt maji, nebo ne. VySe uvedené podminky tedy definuji nekone¢né mnoho riznych
relaci ~. My z nich vybirame tu nejmensi (vzhledem k relaci <), nebot to je takova relace F,
ktera obsahuje pravé ty dvojice konfiguraci splriujici vySe uvedené podminky a Zadné jiné.



Slovo nejmensi nebylo nutné uvadét u definici pfechodové relace konecného/zasobnikového
automatu, nebot v jeho pfipadé jsme relaci  definovali pomoci ekvivalence.

AtM=(Q, Z, T, 8, qo, ) je Turinglv stroj. M&jme posloupnost konfiguraci v relaci kroku
vypoltu Ky ~ Ko ~
Kz F... Tato posloupnost mize byt:
e nekoneéna, Turinglv stroj cykli
e konecna, Turinguv stroj zastavi
o abnormalné
m pro posledni konfiguraci (q, aBy, n), kde |a| = n, |[B] = 1, neni definovano
0(q, B), tedy stroj se zasekne, nebot nemUize provést Zadny prechod a
soucasné stav g neni koncovy
m posledni konfigurace je (q, By, 0), kde |B] = 1, g neni koncovy stav a d(q,
B) = (r, L) pro né&jaky stav r, tedy stroj se zasekne, nebot se nemuze z
prvni pozice posunout doleva
o normalné
m posledni konfigurace je (qr, YA, n), kde gr je koncovy stav

AtM=(Q, 2, T, §, qo, ) je Turinglv stroj. Jazyk pfijimany Turingovym strojem je mnozina
L(M) ={w € 2* | (qo, AWA®, 0) ~* (qr, v, n)},

tedy mnozina takovych fetézcu, pro které plati, Zze pokud je umistime na pasku (za jeden
symbol A, na néjz umistime hlavu stroje) a zbytek pasky bude obsahovat pouze symboly A, pak
v kone¢ném poctu krokl vypoctu dospéjeme do koncového stavu, pfi¢emz obsah pasky a
pozice hlavy stroje budou libovolné. Pokud stroj na néjakém fetézci zastavi abnormalné, nebo
cykli, dany fetézec nepfijima.

Varianty Turingovych stroju

Nedeterministicky Turinguv stroj
Nedeterministicky Turingtlv stroj je Sestice M= (Q, Z, I, §, qo, qr), kde

Q je kone¢na, neprazdna mnozina stavu

2 je vstupni abeceda (kone€na, neprazdna mnozina symbolu), pficemz A ¢ %

I" je paskova abeceda (kone€na, neprazdna mnozina symbolu), pfiemz X c T AA €T A
L,LRe¢rl

5:(Q\{qgg) x I — 29*TV{LRY je parcidlni pfechodova funkce

go € Q je pocatecni stav

gr € Q je koncovy stav



Na rozdil od deterministického Turingova stroje se muze stat, Ze z jednoho stavu vychazeji dva
rizné prechody, které vyzaduji pod hlavou stroje stejny symbol. Za téchto okolnosti neni
ziejmé, ktery z téchto pfechodl se ma vykonat, vznika zde moznost nedeterministické volby.
Pro béh stroje nad jednim slovem zde tedy mlze existovat mnoho rliznych vypocetnich vétvi.

Definice konfigurace, kroku vypoctu a jazyku pfijimaného strojem zUstavaji stejné. Pokud ma
tedy néjaky retézec byt strojem akceptovan, je dostalujici, aby alespor jedna z vypoc&etnich
vétvi vedla do akceptujiciho stavu.

V pfipadé nize uvedeného Turingova stroje je nedeterminismus pfitomny ve stavu g+, kde neni
jednoznacné ziejmé, ktery z pfechodl vykonat, pokud se pod hlavou stroje nachazi symbol a.

a/R
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k-paskovy deterministicky Turinglv stroj
k-paskovy deterministicky Turinguv stroj je (5+k)-tice M = (Q, 2, "1, 2, ..., [k, 8, Qo, qr), kde

Q je kone¢na, neprazdna mnozina stavu
2 je vstupni abeceda (kone¢na, neprazdna mnozina symboll), pficemz A ¢ 2
M, 2, ... Tk, jsou paskové abecedy (konecné, neprazdné mnoziny symbolu), pfi¢emz X
C F1, rz, .TkANAE I'1, r2, L TkA L, R¢ F1, rz, .
o O0:(Q\{gh) xTMixTax. ... xIi->Qx(T1U{L,R})*x(MU{L,R})x...x(MNU{L, R})je
parcialni pfechodova funkce
go € Q je pocatecni stav
gr € Q je koncovy stav

Na rozdil od jednopaskového deterministického Turingova stroje ma k-paskovy stroj k dispozici
k pasek, pficemz kazda z nich mize mit vlastni paskovou abecedu. Pfi vypoctu Ize s vyhodou
vyuzit vice pasek tak, Zze na kazdé pasce se uchovavaji jina data vyprodukovana pfi vypoctu.
Pfechod je definovan vychozim a cilovym stavem a odpovidajicimi symboly pod kazdou hlavou
stroje na v8ech paskach. Pfi provedeni pfechodu dojde také k odpovidajici paskové operaci na
kazdé z pasek.

Pfi zahajeni béhu je vstup uloZzen na prvni pasce obvyklym zpusobem, ostatni pasky jsou
prazdné.

Vicepaskovy Turinguiyv stroj tedy umoznuje zpfehlednit a zrychlit vypocet. Je vSak tfeba si
uvédomit, Ze pocCet pasek je v ramci jednoho stroje vZdy konstantni, tzn. nijak se neméni v
zavislosti na vstupu.



(a,A,A)/(R,a,a)
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Ocekavatelnym zpusobem Ize definovat k-paskovy nedeterministicky Turingav stroj.

Uplny Turingtiv stroj

AtM=(Q, Z, T, &, qo, ) je Turinguv stroj. Stroj M nazveme Gplnym Turingovym strojem,
pokud pro kazdy svUj vstup vzdy zastavi. Stroj tedy vzdy v kone&ném poctu krokd vypoctu
prejde do akceptujiciho stavu, nebo zastavi abnormalnim zplsobem. Nikdy se vS§ak nestane, ze
by se zacyklil.

Linearné omezeny (ohraniCeny) automat

AtM=(Q, Z, T, 8, qo, g) je Turinglv stroj. Stroj M nazveme linearné omezenym
(ohrani€enym) automatem (LOA), pokud v ramci svého béhu nikdy neopusti tu ¢ast pasky, na
niz je zapsan jeho vstup. Stroj mlze vyuzivat konstantni po¢et pasek, ovsem i u kazdé z nich
muze vyuzit pouze takovou jejich ¢ast, které odpovida délce vstupniho slova.

Alternativné Ize linearné omezeny automat definovat jako Turinglv stroj, ktery vyuziva
maximalné takovy pocet bunék pasky, ktery je dan néjakou linearni funkci f(|w|), kde |w| je délka
vstupniho slova Turingova stroje. Tyto definice jsou ekvivalentni, nebot konstantni pocet pasek
k uvedeny v prvni definici Ize chapat jako linearni €len této funkce f(lw|) = k - |w|.

Transfromace variant Turingovych stroj

1-paskovy TS — k-paskovy TS. Kazdy jednopaskovy TuringQv stroj je trivialné k-paskovy.
Neni tfeba provadét zadny pfevod.

DTS — NTS. Kazdy deterministicky TuringQv stroj je trivialné nedeterministicky. Neni tfeba
provadét zadny prevod.

LOA —DLOA. K 17. €ervnu 2023 neni znamo, zda je mozné kazdy nedeterministicky linearné
omezeny automat prevést na ekvivalentni deterministicky linearné omezeny automat.

uplny TS — LOA. Nedeterministicky linearné omezeny automat je slabsi model nez uplny
Turinguv stroj, tedy neni mozné kazdy uplny Turinguv stroj pfevést na linearné omezeny
automat.



obecny TS — aplny TS. UpIny TuringQv stroj je slabsi model nez obecny TuringQv stroj, tedy
neni mozné kazdy obecny Turinglv stroj pfevést na Uplny Turinglyv stroj.

NTS —DTS. Kazdy nedeterministicky Turinguv stroj je mozné pfevést na ekvivalentni
deterministicky TuringQv stroj. Ukazme, jak by takovy stroj pracoval. Postup je nasleduijici:

Jezaddn NTS M = (Q, Z, T, 8, qo, Or) S k pfechody a jeho vstupw € Z*
Ocislujeme vSechny pfechody stroje M Cisly z mnoziny {1, 2, ..., k}

Postupné generujeme veskeré posloupnosti €isel z mnoziny {1, 2, ..., k} v
lexikografickém poradi, tzn. zaéneme posloupnostmi délky 1, dale pokracujeme
posloupnostmi délky 2 apod.

e Pro kazdou vygenerovanou posloupnost otestujeme, zda by NTS s danym vstupem pfi
provedeni dané posloupnosti pfechodl dospél do koncového stavu. Pokud by nebylo
mozné néktery pfechod provést, nebo pokud by byly vSechny pfechody dané aktualni
posloupnosti provedeny, ale nevedly by do koncového stavu, pfejdeme k dalsi
posloupnosti
Pokud by néktera posloupnost pfechodl vedla do koncového stavu, DTS akceptuje
Takto DTS akceptuje tentyz jazyk jako NTS M, pfic¢emz je deterministicky, nebot
pfistupuje k procesu systematicky. Stroj ovSem cykli na vSech retézcich, které
nepfrijima.

Demonstrujme si tento postup na nasledujicim Turingové stroji se vstupem w = aab. Ocislujeme
jednotlivé prechody. A generujeme posloupnosti 1, 2, 3, 4, 5, 11, 12, 13, 14, ...

..., 12345. Posloupnost 12345 odpovida akceptujicimu béhu, tedy deterministicky stroj
akceptuje.

(qo, AaabA¥, 0)-(q1, AaabA¥, 1)-(q1, AaabA¥, 2)(qgz, AabbA¥, 2)(qz, AabbA¥, 1)-(qs,
AAbbA®, 1)

k-paskovy TS — 1-paskovy TS. Kazdy k-paskovy Turinguyv stroj Ize prevést na ekvivalentni
jednopaskovy Turinglv stroj. Podstatou tohoto pfevodu je transformace paskové abecedy. At M
=(Q, Z, T4, Iy, ..., [, 6, qo, qr) je k-paskovy Turinglv stroj. Z puvodnich paskovych abeced Iy,
I, ..., Nkvytvofime jednu novou paskovou abecedu I' =11 x {0, 1} x > x {0, 1} x ... x [, x {0, 1}



jakozto mnozinu 2k-tic, které jsou slozeny ze znaku plvodnich abeced a z pfiznakl 0 a 1, které
udavaji, zda na daném poli¢ku k-paskového stroje byla odpovidajici hlava stroje.

A 4 all|blllc
Ala|b|g 11/{lo|/|0]]|O
Alblbld Alllb|l|b]lld
» of[loflo]|]1
Ac:a Alllclllal]ll a

O J|LO]|L1]]LO

Pokud budeme chtit vykonat krok na tomto odpovidajicim jednopaskovém stroji, bude tfeba
projit celou pasku sloZenou z 2k-tic, abychom v ramci stavového fizeni uchovali informaci o
pozici hlav a symboll pod hlavami. Diky tomu Ize vyhodnotit, jaky pfechod vykonat. Druhym
prichodem pasky aktualizujeme jednotlivé 2k-tice, ¢imz provedeme prechod. Pro jeden krok
plvodniho stroje je tedy tfeba nékolikrat projit pasku ekvivalentniho jednopaskového stroje.

Jazyky prijimané Turingovymi stroji

Jednotlivé typy Turingovych stroja pfijimaji nasledujici tfidy jazyku:
e linearné omezené automaty
o tfida kontextovych jazyku L4
e Uplné Turingovy stroje
o tfida rekurzivnich jazykt Lrec
e obecné Turingovy stroje
o tfida rekurzivné vycislitelnych jazyka Lre = Lo
Plati
L1 C Lrec C LRE.

Vycislitelné funkce

Uvazujme o funkcich typu f : N" — N™, tedy o funkcich pracujicich s vektory pfirozenych Cisel
(a1, a2, ... ak) = a. Kazda takova funkce muze spadat do jedné z nasledujicich skupin:
e totalni funkce
o V(ai, az ...an) €EN": 3(by, by, ... bm) € N™: f(ay, @z, ... an) = (b1, b2, ... bm)
e striktné parcialni funkce
o 3(a1, az, ... an) € N": f(a1, az, ... an) neni definovano



Pocatecni funkce

Pocatecni funkce jsou zakladni, nejjednodussi vy€islitelné funkce, z nichZ bude mozné vystavét
dalsi funkce.
e nulova funkce
o &§&:N°—N'" kde §()=0
o funkce, ktera nepfijima Zadny argument a vraci konstantu 0. Konstantni funkce
o §)=0
e funkce naslednika
o o:N'"->N' kdeo(a)=a+1
o funkce, ktera pfijima jako argument jedno Cislo (vektor Cisel o délce 1) a vrati
pfirozené C&islo o 1 vysSi
o 0(18)=19
e projekce
o " :N" N’ kde m"(a1, az, ... a, ... @) = a
o funkce, ktera pfijima vektor Cisel o délce n a vraci Cislo na pozici k (indexovano
od 1 don)
o m*(10, 100, 1000, 10000) = 100

vvvvvv

kombinace, primitivni rekurze a minimalizace.
e kombinace
o méjme dvé funkce f: Nk -N™, g : Nk -»N", kombinace je funkce typu x : NX
—N™n ktera kombinuje funkce f, g
fxg (a1, ay, ..., a) = (f(a1, az, ..., a), g(a1, az, ..., ax))
kombinace pfijima na vstup vektor délky k, aplikuje na ngj funkce fi g a vrati
vektor vysledkd obou téchto funkci
o m'x o (18) = (m'(18), 0(18)) = (18, 19)
e kompozice
o méjme dvé funkce f: Nk -N™, g : N™ —N", kompozice je funkce typu o : Nk —N",
ktera sklada funkce f, g
gof(ay, az ..., a) = g(f(a1, az, ..., a))
kompozice na vstup pfijima vektor délky k, aplikuje na né&j funkci f a na vysledek
aplikuje funkci g
0ocogogogogogo§()=7
m’o((0o§())x(0ooog()x(cooogoaoo0oof()=m(1,25)=2
o0 o0 oo om?* (10,100, 1000, 10000) = ¢ o 0 0 6(100) = 0 o 0(101) = 0(102) =
103
o (v tomto poslednim pfikladu by vektor (10, 100, 1000, 10000) bylo mozné rovnéz
definovat pomoci kompozice a kombinace, ovSem Slo by o velmi dlouhy zapis)
e primitivni rekurze



méjme dvé funkce g : Nk -N™ h : NK'™1 N™ pomoci techniky primitivni
rekurze lIze vytvorit funkci f : N1 —NM
f(a, 0) = g(a)
f(a,y+1)=h(@@ vy, f@ay))
kazdou primitivni rekurzi Ize pfevést na while cyklus s kone€nym, konstantnim
poctem provedeni smycky
posledni argument odpovida poctu cykld, které budou jesté provedeny, pficemz
pfi kazdém dalSim volani funkce f se tento argument snizuje, dokud nedosahne 0
v posledni iteraci dojde pouze k vyhodnoceni funkce g, ktera uz nezavisi na
dal$im vyhodnoceni funkce f
pfikladem je funkce scitani dvou C&isel s pfi¢tenim kostanty 2, tzn.f:y=a+b +
2, definovana takto:

m f(a,0)=0 0 0(a)

m f(a,x+1)=0of(a,x)

m tzn. g(a) = o o o(a), h(a, x, f(a, x)) = o o f(a, x)

m f(2,2)=00f(2,1)=0000f(2,0)=0000000(2)=6, coz odpovida

2+2+2=6

e minimalizace

o

méjme funkci g : N**' N, pomoci techniky minimalizace Ize vytvofit funkci f : NX
—N

tyto funkce mohou byt parcialni

f(a) =y, pfiemz y je minimalni pfirozené Cislo, které splfiuje g(a, y) = 0, kde
navicvze N:z<yag(a, z) je definovano

minimalizace odpovida while cyklu s pfedem nedefinovanym poctem provedeni
smycCky

pro nalezeni f(a) je totiz tfeba vyhodnotit g(a, 0), g(a, 1), g(a, 2),... dokud nebude
nalezeno vhodné y, kde g(a, y) =0

pokud funkce g neni definovana pro nékteré g(a, z), pficemz dosud nebylo
nalezeno vhodné y, f(a) je rovnéz nedefinovano

vyhodnocujeme-li g(a, 0), g(a, 1), g(a, 2),... donekonecna, pfi¢emz pro zadné y
neplati, Ze g(a, y) = 0, ale vSechny g(3, z) jsou definované, pak toto odpovida
nekone&nému cykleni while cyklu

Primitivné rekurzivni funkce

Primitivné rekurzivni funkce jsou takové totalni funkce, které je mozné obdrzet z po€atecnich
funkci kone€nou aplikaci:

e kombinace

e kompozice

e primitivni rekurze



M-rekurzivni funkce

Jde o vSechny totalni funkce, které jsou vycislitelné. Kazda primitivné rekurzivni funkce je u-
rekurzivni, ale existuji y-rekurzivni funkce, které nejsou primitivné rekurzivni. Pfikladem je
Ackermanova funkce definovana jako
A0, y)=y+1
A(x+1,0)=A(x, 1)
Ax+1,y+1)=AX Ax+1,y)).

Parcialné rekurzivni funkce

Jde o v8echny (tedy nejen totalni) funkce, které je mozné ziskat z po€atecnich funkci aplikaci:
kombinace

kompozice

primitivni rekurze

minimalizace

Parcialné rekurzivni funkce maiji vypocetni silu Turingovych stroju, tedy kazdou parcialné
rekurzivni funkci je mozné vycislit pomoci néjakého Turingova stroje a kazdy Turing(yv stroj
provadi vypocet odpovidajici néjaké parcialné rekurzivni funkci.

vSechny funkce

e parcialné rekurzivni funkce =——————

M-rekurzivni funkce
== primitivné rekurzivni funkce =

= pocateéni funkce ==

Pokud v textu najdete chybu, nebudete né¢emu rozumét nebo budete mit dojem, Ze by bylo
vhodné néco doplnit, kontaktujte na discordu uZivatele kocotom.



