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Uvod
» Alonso Church

20. leta 20. stoleti
» Haskell Curry

V roce 1930 ukazal, ze A-kalkul je ekvivalentni teorii
kombinatoru (Moses Schonfinkel, teorie funkci)

» Kleene

1930, A-kalkul je univerzalni vypocetni system
» McCarthy

1950, inspirovan pri tvorbe jazyka LISP
» Dnes

Haskell, ML, Scala apod., ale i Java a C++ ©

3 Funkcionalni a logické programovani 2010, Dusan Kolar



Syntaxe
» Necht’ E je vyraz A-kalkulu

E:= \'% proménna
(E, E,) aplikace
(AV.E) abstrakce
hlavicka telo

4 Funkcionalni a logické programovani 2010, Dusan Kolar



Konvence

» ((... ((E,E))Ey) ...)E)~E E, E, ... E,
» (W.(E, ... E)) ~AVE, ... E,
b OV, (... WV E)...))~AV, ...V .E
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Volné a vazané proménné

3 A vazana . volna vazana

N

> Ax. Xy (Ax Xy
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Substituce

» E[E'/V]
Volne vyskyty V jsou nahrazeny E‘ v E.

» Platnost substituce

Zadna volna promeénna v E* se nesmi stat vazanou v E[E‘/V]
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o - konverze

4

AV .E >, AV E[V'/V]

A X .X

Y-y

AX.Xy >, Az.zy

A X.X
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B - konverze

B (AV. E|) E, —8 E, [E2/V]
‘ (ny-xy)(x% y-(x%)y
volna vazana

» (Axy.xy)xy) 2, (Axz.x2) (Xy) D5 (Az.(XYy)2)
—konvence Az XY Z

» Lxy.xy) (XMV) —ghly.uvy
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n - konverze
: AV .(EV) -, E

V neni volné v E

> AXM

> AX.(UV)X = uv

b Ax.xy = fx.(xy)f

AMx.(xy)f=Af.(Ax.((xy)f); ale! Af.(Ax.(xy))f
» Haskell

sqrlist | = map sqr |

sqrlist’ = map sqr
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Identita, rovnost, relace —

» ldentita: E,=E,
» Rovnost: E,=E,
» Relace —: E, > E

» E,=EO*E * ... *E"=E,

Rovnost: T~ o0 Op Dy o <y
° * ~
Relace —: 0 p
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Pojmenovani vyrazu

» LET True =AXYy.Xx
LET False =AXxy.y
LET Not = A t.t False True

Jedna se o textovou zkratku, nikoliv rovnost z matematického
pohledu, LET FF = ... FF ... je tedy nesmysl

» Priklad

» NotTrue = (At.t False True) True
= True False True
= (A x y.x) False True

= (A y. False) True
= False
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Dalsi logické spojky

» Analyza
True: vezmi dva argumenty, vrat’ prvni

False: vezmi dva argumenty, vrat’ druhy

» AND - short evaluation
Je-li prvni False, vysledek je False

Je-li prvniTrue, je vysledek druhy vyraz
LET AND = A uv.u v False

» OR
LET OR=Auv.uTruev
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Domaci ukol 1

» Definujte
XOR
Implikaci

» Ukazte

Pravdivost definice dle pravdivostni tabulky

» Pro zdatne

Definujte True a False jinym zpusobem (ovsem nikoliv
prohozenim vlastnosti True a False) a k tomu logicke spojky,
ukazte vlastnosti
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Peanova Cisla/aritmetika
» LETO=Afn.n

» | =succO
» 2 =succ | =succ (succ 0)
> ...

» Dalsi funkce: iszero, add, prey, sub, mul, div

» Pomocne fuknce: if-then-else/( ? :), par, ...
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Mocniny v aplikaci

<
<
<
<

LETO=Afn.n
LET | =Afn.fn
LET 2 =X fn.f (fn) =Afn.f2n
LET 3 =Afn.f(f(fn)) =Afn.fn
LET n =Afn.f"n
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Naslednik — succ
» LET succ=A xgm.x g (g m)

» Priklad

» succ 0 =(Axgm.xg(gm))O
=(ALgm.0g(gm))
=(Agm.(Afn.n)g(gm))

= (A gm.(An.n)(gm))
=Agm.gm

» succ 2 =Agm.2g(gm)
=Agm.(Afn.f(fn)) g (gm)
=Agm.(An.g(gn)) (gm)
=Agm.g(g(gm))
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Test na O

» LET iszero = A m.m (A v. False) True

» Priklad

» iszero0 = (A m.m (A v.False) True) O
=0 (A v. False) True
= (A fn.n) (A v. False) True
=True

» iszero2 =2 (A v.False) True
= (A fn.f(fn)) (A v.False) True
= (A v. False) ((A v. False) True)
= False
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Predchudce — prev

» prev0=0
prev | =0
prev 2 = |

» LET (?:) =Actfctf
» LET (, ) =Afse.efs
» LET fst = A p.p True

» LET snd = A p.p False
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Domaci ukol 2

» Ukazte, ze:

(True? 1 :0) =1
(False 20:3) =3
fst (1,2) = |

snd (True, False) = False
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Definice prev

» LET prefn = A fp.(fst p !
(False, snd p) :
(False, f (snd p)) )

» LET prev = A x g m.snd (x (prefn g) (True, m))

» prev 0 = (A x g m.snd (x (prefn g) (True, m))) O
= A g m.snd (O (prefn g) (True, m))
= A gm.snd ((A fn.n) (prefn g) (True, m))
= A g m.snd (True, m)
=Agm.m
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Uziti prev

» prev 2 = (A x g m.snd (x (prefn g) (True, m))) 2
= A g m.snd (2 (prefn g) (True, m))
= A gm.snd ((A f n.f (fn)) (prefn g) (True, m))
= A g m.snd (prefn g (prefn g (True, m)))
=Agm.snd (prefng (AL fp.(fstp?

(False, snd p) :

(False, f (snd p)))) g (True, m)) )
= A g m.snd (prefn g (False,m))
=Agm.snd ((A p. (fst p ! (False, snd p) :

(False, g (snd p)))) (False,m))
= A g m.snd (False, g m)
=Agm.gm
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Soucet — add
» LETadd=Aabgm.ag(bgm)

» Priklad

»add23 =(Aabgm.ag((bgm))23
=Agm.2g (3 gm)
=LA gm.(Afnf(fn)) g ((Afnf(f(fn))) g m)

=kgm.(An.g(gn) (g (g(gm)
=Agm.g (g (g(g(gm)))

23 Funkcionalni a logické programovani 2010, Dusan Kolar



Rozdil — sub
» LET sub=A ab.b preva

» Priklad

» sub32 =(Aab.bpreva)3?
= (A fn.f(fn)) prev3
= prev (prev 3)
= prev 2
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Domaci ukol 3

» Ukazte (detailn€) spravnost

iszero (succ 0)
sub 2 4

iszero (add 0 0)
» Definujte

eq tak, ze eq bere dve cisla a vraci True, pokud jsou si rovna,
jinak False

Ukazte spravnou funkci eq
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Nasobeni — mult

» Rozbor:

Je-li jedno z cisel 0, potom vysledek je O

Jinak je to, pro Cisla m a n, m-krat secteno cislo n
» Tedy, pracovne:

LET mult = A m n. (OR (iszero m) (iszeron) 20 :
multfn m n)

LET multih=A mn.m (add n) O
» A vidime, ze

multfihn23=(Amn.m(addn)0)23=2(add 3) 0
= (A fn.f(fn)) (add 3) 0 = (add 3) ((add 3) 0)
=add 3 (add30)=add 33 =6
multih02=(Amn.m(addn)0)02=0(add 2) 0
=(Afn.n)(add2)0=0
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Nasobeni — mult (pokracovani)

» No a take

multth20=(Amn.m(add n)0)20=2 (add 0) O
=(Afn.f(fn)) (add 0) O
=add 0(add00)=add 00
=0

» Takze:
» LET mult=A mn.m (add n) O
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Domaci ukol 4

» Definujte funkci sqr, ktera vraci druhou mocninu
parametru a ukazte jeji spravnou funkci

» Definujte funkci gt, ktera bere dve cisla jako parametr a
vraci True, pokud je prvni ostre vetsi, jak druhg, jinak vraci
False

» Ukazte, ze gt (sqr 3) (sqr 2) =True
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Celociselné déleni — div

» Uvazme div m n
Je-li n rovno 0, potom vysledek neni definovan
Jinak odcitame od m tak dlouho n, dokud vysledek neni mensi,
jak n, u toho pocitame pocet odecteni

» Co to znamena, ze neni definovan v rovine A-kalkulu?

Z pohledu programatora
Vyjimka
Nekonecna smycka

Definujme vyraz, ktery bere neomezené mnozstvi argumentu
do nekonecna...
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Bottom

» Vyraz, ktery bude neustale na vystup produkovat sebe
nazveme bottom (anglicky, neprekladame)

Tento modeluje do jisté miry nekonecnou smycku v programu.
» Vyuzijeme pro jeho definici operator pevného bodu

Pevny bod vyrazu E: YE

Operator jeY

Necht’ pro vyraz E je pevny bod kg =Y E

Z definice vlastnosti: E kg =k, =Y E=E (Y E)
» Tedy pro bottom definujeme

LET L =Y (A fx.f)
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Priklad

» L I True AND = (Y (A fx.f) | True AND
= (A fx.f) (Y (A fx.f))) | True AND
= (A fx.f) L) | True AND
= (A x.1) I True AND
= 1| True AND
= (Y (A f x.f)) True AND
= ((A fx.f) L) True AND
= (A x. L) True AND
= 1 AND
= (Y (A fx.f)) AND
= (A fx.f) L)AND
=1
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Operator pevného bodu Y
» LETY = A f. (A x.f(xx)) (A x.f(xx))

» Ukazka vlastnosti
(Y E) =(Af.(Ax.f(xx)) (Axf(xx)))E
= (A x.E (xx)) (A x. E (x x))

=E ((A x.E (xx)) (A x. E (x X)))
= E (YE)
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Celociselné déleni — div (pokracovani)

» Tedy
LET div=A m n.(iszeron ? L :divfn m n 0)
LET divin = A m nr.(gt n m ? r : divfn (sub m n) n (succr))

» Jak z toho ven!?
Operatorem pevného bodu

LET divf = (AMf m nr.(gt n m ? r :f (sub m n) n (succ r)))
LET divfn =Y divf

» Priklad

div52=(A mn.(iszeron? L :divfnmn 0)) 52
=divfin 52 0 = (Y divf) 52 0 = divf (Y divf) 520
= (gt 25?0 :divfn (sub 5 2) 2 (succ 0))
= divfn 3 2 | =divf (Y divf) 32 |
=(gt2 3?1 :divfn (sub 3 2)2 (succ I))=divin | 22 =2
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Domaci ukol 5

» Definujte operace sub a mult pomoci operatoru pevného
bodu

» Ukazte jejich spravnou funkcnost
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Seznamy

» Prazdny seznam
LET [] = (False, False)

» Konstruktor seznamu
LET () = A h t. (True,(h,t))

» Hlavicka (prvni prvek) neprazdného seznamu
LET head = A I.(fst | ? fst (snd [) : L)

» Zbytek seznamu
LET tail = A l.(fst 1 ? snd (snd ]) : L)

» Test na prazdny seznam
LET null = & I. not (fst I)
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Domaci ukol 6

» Ukazte spravnou funkénost funkci pro seznamy
head (1:2:3:[])
tail (2:[])
null (1:2:[])
» Definujte funkci vracejici délku seznamu vlozeného jako
parametr

» Definujte funkci vracejici n-ty prvek seznamu delky
alespon n
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Vybrané véty o A-kalkulu 1.

» E, > E
E, jsme ziskali ,,vyhodnocenim® E,
Pokud E, neobsahuje zadny -, - redex, je uplné vyhodnocen

» Definice NF

Vyraz E je v normalni formé, pokud neobsahuje zadne jiné redexy
krom o-redexu.

» Definice HNF

Vyraz E je v hlavickové normalni formé, pokud to je proménna,
hodnota, vestavéna funkce aplikovana na prilis malo argumentu, nebo
A-abstrakce jejiz télo neni redukovatelné (oproti NF muze obsahovat
redexy na pozicich argumentu)

» Definice WHNF

Vyraz E je ve slabé hlavickové normalni formeé pokud je ve HNF
nebo je to A-abstrakce
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Vybrané véty o A-kalkulu 2.

» Church-Rosseruv teorém pro A-kalkul

Pokud E, = E,, pak existuje E takove,
zeE, > EaE,—>E

» Dusledky Church-Rosserova teorému
Pokud E ma normalni formu, potom E — E’ pro nejake E* v
normalni forme
Pokud E ma normalni formu a E = E', potom E* ma normalni
formu

Pokud E = E“a E i E* jsou oba v normalni formé, potom E a E* jsou
identické az na prejmenovdni vdzanych proménnych (a-konverzi)
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Vybrané véty o A-kalkulu 3.

» Normalizacni teorem

Pokud E ma normalni formu, potom opakovana redukce
nejlevejsiho -, - redexu (po mozné a-konverzi pro zabranéni
neplatné nahrade) bude koncit ve vyrazu v normalni forme.

» Definice

Posloupnost redukci, v nichz je vzdy redukovan nejlevejsi redex,
se nazyva posloupnost redukci v normalnim poradi.
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Kombinatory

» Teorie funkci
» Lze odvodit z A-kalkulu

» Lze zaveést jako zcela oddélenou teorii

» V 80.letech 20. stoleti ,,strojovy kod” pro preklad
funkcionalnich jazyku —Turner

40 Funkcionalni a logické programovani 2010, Dusan Kolar



Kombinatory S, K, I

» LET K=AXy.x
» LET S=Afgx (fx) (g x)
» LETI=Ax.x=SKK

» Ukol:
Ukazte,ze SK K = 1.
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Kombinatory B, C, K, W

LETB=AXxyzx(yz
LETC=AXxyzxzYy
LET K=A xy.x
LETW=AXxy.xyy

4
4
4
4

4

Ukol, ukazte, ze:

42

B=S(KS)K
C=S(S (K (S (KS)K))S) KK)
W =SS (K (S KK))

S=B (B (BW) C) (B B)

Funkcionalni a logické programovani 2010, Dusan Kolar



Prevod kalkulu na kombinatory

» Definice

Pro libovolnou proménnouV a kombinatoricky vyraz E existuje
jiny kombinatoricky vyraz A*V.E, ktery simuluje AV.E tak, ze
A*V.E = AV.E

» Induktivne pro S, K, |, kdyz
P:=S|K|I|PP|x

AFX.X = |
AP = KP ,X ¢ FV(P)
AMx PP = S (V*x.P) (A*x.P%)
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Ukazka prevodu

» AFX. AFyY. X
= A% K x
=S (M*x. K) (A*x. x)
=S (W*.K) |
=S (KK) I

» (M x.A*y.y x)
= A*x.S (A*y.y) (A*y.x)
=A% (S1) (K x)
=S (A*x.(S 1)) (A* x. K x)
=S (K (SI) (S (V*x.K) (A* x.x))
=S (K (S1)) (S (KK) I
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Redukce

» |E—>E
» KE, E, > E,
» SE B, B3 = (E B) (B By)

» S(KK)IPQR
— ((KK)P) (1P) QR
—KPQR
— PR
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Optimalizace

» S(KE) I = E

» S(KE) (KE) = K (E E)
y ?

» S(KK) I =K

» Domaci ukol 7
Ukazte!
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