68. Casova a pamétova slozitost
(asymptoticka a amortizovana
slozitost, tridy slozitosti, uplnost, SAT
problem).

Casova a prostorova slozitost Turingovych strojl

At M = (Q,2,T,6,q,,qr) je k-paskovy deterministicky TuringQv stroj. Rekneme, Ze stroj M
prijima jazyk L v €ase T);: N —» N, pokud L = L(M) a stroj M pfijme kazdy fetézecw € L
nejvyse v Ty, (|w]) krocich. Zobrazeni T,;: N - N je €asova slozitost stroje M.

At M = (Q,2,T,6,q,,qr) je k-paskovy nedeterministicky TuringQv stroj. Rekneme, Ze stroj
M pfijima jazyk L v ¢ase T);: N - N, pokud L = L(M) a stroj M muze prijmout kazdy
fetézec w € L nejvyse v Ty (Jw|) krocich. Zobrazeni Ty: N — N je éasova slozitost stroje M.

At M = (Q,2,T,6,q,,qr) je k-paskovy deterministicky TuringQv stroj. Rekneme, Ze stroj M
prijima jazyk L v prostoru S,;: N = N, pokud L = L(M) a stroj M pfijme kazdy fetézecw € L
za pouziti nejvySe Sy (|lw|) bunék pasky. Zobrazeni Sy;: N = N je prostorova slozitost stroje
M.

At M = (Q,2,T,6,q,,qr) je k-paskovy nedeterministicky TuringGv stroj. Rekneme, Ze stroj
M prijima jazyk L v prostoru S,,: N - N, pokud L = L(M) a stroj M muze pFijmout kazdy
fetézec w € L za pouziti nejvyse Sy, (Jw|) bunék pasky. Zobrazeni S);: N - N je prostorova
slozitost stroje M.

Pozn.: V kontextu prostorové sloZitosti povaZzujeme za pouZzité pouze ty buriky pasky, na
nichz spocinula hlava stroje (tzn. nikoliv ty, na nichz byl zapsan vstup, ktery nebyl nikdy
precten).

Priklad.

Mé&jme deterministicky Turinglv stroj M = (Q, 2, T, 8, qo, qr) ZObrazeny nize:
b/R
a/R

Tento stroj pfijima jazyk L(M) = {aw | w € {a,b}'} U {wb | w € {a, b}"}, tedy jazyk takovych
fetézcl, které zacinaji symbolem a nebo kon&i symbolem b.



Zfejmé plati:
e fetézec aaa je pfijat ve dvou krocich
o (qg,4aaadd®,0) v (q1,4aaadd®, 1) + (qr,daaadd®, 1)
o stroj vykona dva kroky a akceptuje
e fetézec bbb je pfijat v Sesti krocich
o (qo, AbbbAA®,0) + (q;, AbbbAA®, 1) + (q,, AbbbAA®, 2) + (q,, AbbbAA®, 3)
- (q,, AbbbAA®, 4) + (g3, AbbbAA®, 3) + (qr, AbbbAA®, 3)
o stroj vykona Sest kroku a akceptuje
e fetézec aaa je pfijat za pouziti 2 bunék pasky
o vyuZziva pouze uvodni symbol 4 a 1 bufiku pasky pro vstup
e fetézec bbb je pfijat za pouziti 5 bunék pasky
o stroj pouziva 3 buiky pasky pro vstup, jednu buriku pro vychozid a hlava
stroje spocine na jednom dalSim symbolu 4 za vstupem
e na vSech osmi vstupech délky 3 se stroj chova nasledovné:

vstup pocet kroku pocet pouzitych bunék
aaa 2 2
aab 2 2
aba 2 2
abb 2 2
baa 5 5
bab 6 5
bba 5 5
bbb 6 5

oznacime (zde zlut) ta slova, ktera patfi do jazyka L(M)
nejvice krokl stroj vykona na akceptovanych vstupech bab, bbb, v obou
pFipadech jde o 6 kroku
z toho divodu Ty, (3) = 6, nebot jde o maximum napfi¢ vstupy o délce 3
analogicky Sy (3) = 5, jde o maximalni hodnotu ze vSech poctl pouzitych
bunék napfic vstupy délky 3
e obecné
o Ty(n)=n+3
o Sy(m)=n+2

Predpokladejme dale, Zze by vySe zakresleny Turinglyv stroj byl nedeterministicky, jak
naznacuje toto schéma:



Ze stavu g, zde vede alternativni cesta pro pfijeti fetézcu zadinajicich symbolem a.

Zkoumejme, jak se stroj chova na vstupech délky 3:

vstup pocet krokii pocet pouzitych bunék
aaa 2,7 2
aab 2,7 2
aba 2,7 2
abb 2,7 2
baa 5 5
bab 6 5
bba 5 5
bbb 6 5

VSimnéme si, ze:

e pro akceptovani nékterych slov existuje vice alternativnich cest
e Fadky popisujici slova zaCinajici na a obsahuji vice moznosti pro pocet kroku

potfebny k pfijeti daného slova
e pii vyhodnocovani Ty, (3)
o na kazdém fadku odpovidajicimu akceptovanému slovu ve sloupci pocet
kroku najdeme minimalni hodnotu, tedy hodnotu popisujici nejlepsi cestu
k pfijeti daného slova
oz téchto minimalnich hodnot najdeme maximalni hodnotu napfi¢ vSemi slovy

o tato hodnota odpovida Ty, (3)
e Ty(3) = 6, ackoliv pro néktera slova existovaly cesty vyzadujici 7 kroku

k akceptovani




Asymptoticka omezeni

At F je tfida vSech funkci typu N —» N. Déle at f € F je zobrazeni typu N - N.

Asymptotické horni omezeni pro funkci f je tfida funkci
O(f(n)={g(n)eF|IceR": IngEN: VnEN:n>ny;=0<gmn) <c-f(n)}

Jde tedy o tfidu funkci, jez je mozné shora ohranicit funkci f(n) pfi zanedbani

aditivnich a multiplikativnich konstant. Pokud je pro vSechna pfirozena Cisla n

o minimalni hodnoté n, mozné funkci g(n) shora ohranicit funkci f(n) pronasobenou

libovolnou kladnou konstantou, pak f(n) asymptoticky shora ohranicuje funkci g(n).

Priklad.

Mé&jme zobrazeni f(n) = n? — 10. Nasledujici funkce patfi do 0(f(n)):
e gm)=n

o jelikoz 1im =10

n —oo n

existuje vhodné n,

o linearni funkci je mozné asymptoticky shora ohranicit kvadratickou
funkci

e g(n)=n?
(n%-10)

'PNT v . C-
o jelikoz lim
n

n —oo

= oo pro libovolné kladné realné c, pak urcité

> 1 napf. pro ¢ = 2, pak urcité existuje vhodné n,
o kvadratickou funkci s kladnym kvadratickym ¢lenem je mozné
asymptoticky shora ohranicit libovolnou jinou kvadratickou funkci s
kladnym kvadratickym ¢lenem
o aditivni konstanta —10 zde nehraje roli
e g(n) =10000n?

.~ . c(n?-10
o jelikoz lim ( 2)
n —-oo 100001

> 1 napf. pro ¢ = 20000, pak urcité existuje vhodné
No
o multiplikativni konstanta 10000 zde nehraje roli

Nasledujici funkce nepatfi do 0(f(n)):
e gn)=n’
(n2-
o jelikoz tim “1% — o nehledé na zvolené kladné reainé c, pak urdité
n —oo
neexistuje vhodné n,

o kubicka funkce roste asymptoticky rychleji nez funkce kvadraticka,
pficemz zadna aditivni ani multiplikativni konstanta tento rozdil
asymptoticky nepokryje

Asymptotické dolni omezeni pro funkci f je tfida funkci
Qfm) ={gm)eF|IceR": IngEN: VneEN:n2ny=>0<c-f(n) < g(n)}



Amortizovana slozitost

Amortizovana sloZitost slouzi k analyze pramérné slozitosti sekvence n operaci
v nejhorsim pripadé. Bere pfitom v potaz sekvence operaci v takové podobég, v
jaké mohou byt realné provadény. Pokud ma néktera operace v nejhorsim pfipadé
velkou Casovou slozitost, ktera se ovSem realné projevi jen vzacné, v pfipadé
analyzy amortizované slozitosti s né€im takovym pocitame.

Pro analyzu amortizované slozitosti vyuzivame nasledujici techniky: metoda
seskupovani a metoda uctu.

Metoda seskupovani

e jednotlivé operace rozdélujeme do skupin a analyzujeme slozitost celych
skupin zvlast

Metoda uctu

e predpokladame existenci uctu, jehoz zlistatek se méni v zavislosti na
provadénych operacich
kazda operace je ohodnocena cenou a kredity
cena c néjaké operace urcuje hodnotu, kterou je tfeba zaplatit za provedeni
operace

e kredity k néjaké operace urcuji prostfedky, které je mozné za provedeni
operace uhradit, aniz bychom je museli odebrat z uctu
pokud ¢ > k, pak je tfeba zaplatit c — k jednotek z uctu
pokud ¢ < k, pak je zUstatek na uctu zvySen o k — c jednotek
pokud je zustatek na uctu z, pak obecné dojde k jeho zméné na hodnotu z +
k — c po provedeni operace s cenou c a s kredity k

e vlozZeni pfebyvaijicich kreditl na ucet predstavuje pfedplaceni moznosti
provedeni drahé operace v budoucnu

e odebrani prebyte¢nych krediti z u¢tu odpovida provedeni drahé operace,
ktera byla jinymi operacemi pfedplacena v minulosti
na zacatku provadéni posloupnosti operaci je zistatek na uc¢tu nulovy
pokud je béhem celé posloupnosti operaci zlstatek nezaporny, pak soucet
kreditd vSech vykonanych operaci je vysSi nez celkova slozitost dané
sekvence operaci

Priklad.
Mé&jme datovou strukturu pro frontu, ktera umozriuje provedeni nasledujicich
operaci:
e ENQ
o vlozeni nového elementu na konec fronty
e DEQ



o odstranéni elementu z Cela fronty a jeho sou€asné vytisknuti
o nema zadny efekt pfi provedeni nad prazdnou frontou
e CLEAR
o odstranéni a sou€asné vytisknuti vSech elementl fronty (po jednom,
jako opakované provadéni DEQ)
o vede k vyprazdnéni celé fronty
Pocet elementl fronty Q zapisujeme jako |Q| nebo n. Zadiname s prazdnou frontou.
Ceny a kredity jednotlivych operaci definujeme nasledovné:

operace cena kredity
ENQ 1 2
DEQ min{1, |Q|} 0
CLEAR 10| 0

e ENQ
o cena 1 odpovida viozeni 1 elementu do fronty

o hodnotime 2 kredity, nebot
m 1 kredit zaplati aktualné provadéné vkladani elementu

m 1 kreditem pfedplacime moznost pozdéjsiho odebrani pravé
vlozeného elementu z fronty

o cena 1 odpovida odebrani 1 elementu z fronty
o pokud je ovdem fronta prazdna, je cena nulova

o hodnotime 0 kredity, nebot
m 1 kredit potfebny pro uhrazeni ceny musel byt v minulosti viozen

na ucet, kdyz byl pfedmétny prvek vkladan do fronty
m pfi odebrani elementu je tento kredit uhrazen
e CLEAR
o cena |Q| odpovida odebrani |Q| elementl z fronty

o hodnotime 0 kredity, nebot
m |Q] kreditl potfebnych pro uhrazeni ceny muselo byt v minulosti

vlozeno na ucet, nebot do fronty bylo umisténo danych |Q|
elementd, pfiCemz doslo k pfedplaceni pozdé&jsiho provedeni
operace CLEAR
m pii odstranéni elementl z fronty jsou tyto kredity odebrany z
uctu
Naivni analyza slozitosti posloupnosti n operaci by vedla k vysledku 0(n?), nebot
operace smazani fronty ma linearni slozitost vzhledem k velikosti fronty a mohla by
byt provedena n-krat. Analyza amortizované slozitosti oviem ukaze, Ze slozitost je
ve skutecnosti jina. Provedeni n operaci CLEAR ma realné niz$i slozitost, protoze



po prvnim vykonani je fronta vyprazdnéna a nasledné je operace volana nad
prazdnou frontou.

Operace ENQ je ohodnocena nejvy$S§im mnozstvim kreditd (2). Maximalni pocet
krediti na uctu po proveni n operaci je tedy 2n. Zustatek na uctu je sou¢asné

v kazdém okamziku nezaporny. Z toho divodu je slozitost provedeni posloupnosti n
operaci nejvyse 2n.

Tridy slozitosti

Pro zobrazeni f: N — N definujeme nasledujici tfidy jazyku:

e DTIME[f(n)]
o DTIME[f(n)] ={L |3k — paskovy DTS M : L(M) =L ATy € 0(f(n))}
o tfida v8ech jazykd, které je mozné pfijimat k-paskovym
deterministickym Turingovym strojem v €ase 0(f(n))
e NTIME[f(n)]
o NTIME[f(n)] ={L |3k — paskovy NTSM : L(M) =L ATy € 0(f(n))}
o ftfida vSech jazyku, které je mozné pfijimat k-paskovym
nedeterministickym Turingovym strojem v €ase 0(f(n))
e DSPACE[f(n)]
o DSPACE[f(n)] ={L | 3k — paskovy DTS M : L(M) =LA Sy € 0(f(n))}
o ftfida v8ech jazyku, které je mozné pfijimat k-paskovym
deterministickym Turingovym strojem v prostoru 0(f(n))
e NSPACE[f(n)]
o NSPACE[f(n)] = {L| 3k — paskovy NTSM : L(M) =LASy € 0(f(n))}
o ftfida vSech jazykd, které je mozné pfijimat k-paskovym
nedeterministickym Turingovym strojem v prostoru O0(f(n))
Priklad.
e L={aw|w € {a,b}*} € DTIME[1]
o odpovidajici Turinglv stroj pouze oveéfi, zda je prvni symbol vstupu a
o sloZitost nijak nezavisi na délce vstupu
o L={aw|w € {a,b}'} € DTIME[n]
o jelikoz dany jazyk je mozné pfijimat deterministicky v konstantnim
Case, pak jisté Ize pfijimat deterministicky v linearnim Case
o DTIME[1] € DTIME[n]
o L={wb|wE€{ab}}eDTIME[n]
o odpovidajici Turinglv stroj musi projit cely vstup a ovéfit, zda je
posledni symbol roven b
o L={wb|wE€{ab}}¢DTIME[1]
o nelze fesit v konstantnim €ase, nebot potfebujeme projit cely vsutp
e L={we{ab} |w>101} e DTIME[1]



o pro zadny vstup neni tfeba vykonat vice nez pfiblizné 101°%! krokd, coz

je konstantni Cislo (ale jestli naimplementujete podobny algoritmus s argumentaci, Zze ma
konstantni slozZitost, kolegové vam do kafe nasypou sul)

Dale pracujeme s nasledujicimi tfidami slozitosti:
e LOGSPACE
o LOGSPACE = Uy, DSPACE|k-In(n)]
o tfida jazykd, které je mozné pfijimat deterministickym Turingovym
strojem, ktery pracuje v logaritmickém prostoru
e NLOGSPACE
o NLOGSPACE = Uy, NSPACE[k-In(n)]
o tfida jazyku, které je mozné pfijimat nedeterministickym Turingovym
strojem, ktery pracuje v logaritmickém prostoru

e P
P=Uy., DTIME[nk]
tfida jazykd, které je mozné pfijimat deterministickym Turingovym
strojem, ktery pracuje v polynomialnim Case

e NP

NP = Uy, NTIME[n¥]
tfida jazykd, které je mozné pfijimat nedeterministickym Turingovym
strojem, ktery pracuje v polynomialnim Case
e PSPACE
o PSPACE = Uj_, DSPACE[n¥]
o ftfida jazyku, které je mozné pfijimat deterministickym Turingovym
strojem, ktery pracuje v polynomialnim prostoru
e NPSPACE
o NPSPACE = Ujy., NSPACE[n¥]
o tfida jazyku, které je mozné pfijimat nedeterministickym Turingovym
strojem, ktery pracuje v polynomialnim prostoru
e EXP
o EXP=UZ, DTIME|2""]
o ftfida jazyku, které je mozné pfijimat deterministickym Turingovym
strojem, ktery pracuje v exponencialnim Case
e NEXP

o NEXP=Ug, NTIME|2"|

o ftfida jazyku, které je mozné pfijimat nedeterministickym Turingovym
strojem, ktery pracuje v exponencialnim Case
e EXPSPACE

o EXPSPACE = Uf, DSPACE 2"

o tfida jazykd, které je mozné pfijimat deterministickym Turingovym
strojem, ktery pracuje v exponencialnim prostoru
o NEXPSPACE



o NEXPSPACE = Ui, NSPACE |2
o tfida jazykd, které je mozné pfijimat nedeterministickym Turingovym
strojem, ktery pracuje v exponencialnim prostoru
e k-EXP

o k—EXP=UZ, DTIME|*2"]

o pozn.: zapis 2" znaéi k-krét opakovanou exponenciaci zakladu 2, na
jejimz vrcholu je dal$i exponent n'
e ELEMENTARY
o ELEMENTARY =Uy_, k—EXP

Mezi témito tfidami existuji napfiklad nasledujici vztahy:

LOGSPACE € NLOGSPACE c P S NP

NP € PSPACE = NPSPACE c EXP c NEXP

NEXP € EXPSPACE = NEXPSPACE < 2-EXP c 2-NEXP c ...
NLOGSPACE c PSPACE

P c EXP

NP c NEXP

PSPACE c NEXPSPACE

EXP c 2-EXP

Uplnost jazyk( vzhledem ke sloZitostnim tfidam

At F je tfida funkci a at’ Z, ¥ jsou abecedy. Déle at' L,, L, jsou po fadé jazyky nad
abecedami X, ¥. Jazyk L, je F-redukovatelny na jazyk L,, pokud existuje takové
zobrazeni f €e F,zevw € X" : w € L; & f(w) € L,. Tuto skute¢nost zapisujeme jako
Ly <&M L,.

Funkce ze tfidy F je zde zobrazenim z mnoziny 2* do mnoziny ¥*, pficemz je
realizovatelna pomoci uplného Turingova stroje. Konkrétni typ redukovatelnosti je
tedy typicky zavisly na tom, jaka je asova nebo prostorova sloZitost odpovidajicich
Turingovych stroju realizujicich funkce ze tfidy F.

Z* LIJ*

At F je tfida funkci a at’ C je tfida jazyku. Jazyk L, je C-tézky vicCi F-
redukovatelnosti, pokud VL € C: L <z™ L.



Jazyk L, je tedy C-tézky vuci F-redukovatelnosti, pokud je mozné uplné kazdy jazyk
ze tfidy C na jazyk L, F-redukovat.

At F je tfida funkci a C tfida jazykl. Jazyk L, je C-uplny vuci F-redukovatelnosti,
pokud L, € C a L, je C-téZky vici F-redukovatelnosti. Jazyk L, je tedy C-Uplny vUgi
F-redukovatelnosti, pokud je mozné uplné kazdy jazyk ze tfidy C na jazyk L, F-
redukovat a soucasné L, patfi do tfidy C.

<e?};’

At X, ¥ jsou abecedy. Dale at' L,, L, jsou po fadé jazyky nad abecedami ¥, ¥. Jazyk
L, je polynomialné redukovatelny na jazyk L,, pokud existuje takové zobrazeni f,
ZeVvwe X : we L, © f(w) € L, a souCasné je zobrazeni f realizovano pomoci
uplného Turingova stroje, jenz pracuje v polynomialnim ¢ase. Zobrazeni f je
polynomialni redukci.

At ¥ je abeceda a at L, je jazyk nad abecedou X. Jazyk L, je NP-tézky (vici
polynomialni redukovatelnosti), pokud je kazdy jazyk ze tfidy NP polynomialné
redukovatelny na jazyk L.

At X je abeceda a at L, je jazyk nad abecedou 2. Jazyk L, je NP-tuplny (vUci
polynomialni redukovatelnosti), pokud je NP-téZky a souCasné patfi do tfidy NP.



SAT problém

Mé&jme kodovani vyrokovych formuli nad abecedou {0, 1}. Definujeme jazyk SAT
(jazyk splnitelnych vyrokovych formuli nasledovné):
SAT = {<@> | <@> je kdd vyrokové formule @, ktera je splnitelna}.

Pozn.: Dle nékterych definic uvaZzujeme pouze o vyrokovych formulich v konjunktivni
normalni formé. Pro kazdou vyrokovou formuli Ize vSak nalézt ekvisplnitelnou
vyrokovou formuli v konjunktivni normalni formé v polynomialnim ¢ase pomoci
takzvané Tseytinovy transformace.

Vyrokovou formuli povazujeme za splnitelnou tehdy, pokud je mozné pfiradit jejim
vyrokovym proménnym takové hodnoty vyrokovych konstant, aby byla dana formule
vyhodnocena jako true (tedy formule je splnitelna pravé tehdy, pokud ma (existuje)
model).

Priklad.
Méjme nasledujici vyrokove formule:
& x;Vx,
o formule je splnitelna napfiklad v pfipadé, kdy proménnym x;, x,
pfifadime hodnotu frue
o (x1Vx)A(x1V=x)A(=xgVxy)A(—xgV-axy)
o formule je nesplnitelna

Pro SAT problém plati nasleduijici:
e patfi do tfidy NP
o existuje nedeterministicky TuringUyv stroj pracujici v polynomialnim
Case, ktery akceptuje SAT
o takovy stroj nejprve nedeterministicky vybere pfifazeni booleovskych
konstant jednotlivym vyrokovym proménnym (odhadne model)
o nasledné v polynomialnim ¢ase zkontroluje, zda je s timto pfifazenim
formule vyhodnocena jako true
pokud ano, akceptuje, jinak odmitne
existuje-li vhodna nedeterministicka volba pfifazeni booleovskych
konstrant, pak existuje vypocetni vétev stroje, ktera je akceptujici, jinak
neexistuje
e je NP-uplny vzhledem k polynomialni redukovatelnosti
e jde o prvni problém, u néjz bylo dokazano, Ze je NP-uplny
o dukaz NP-tézkosti provedl Stephen Cook tak, ze obecné pro kazdy
jazyk ze tfidy NP ukazal jeho polynomialni redukovatelnost na SAT
e skrze problém SAT Ize snadno dokazat NP-téZkost dalSich jazyku
o jelikoz je problém SAT NP-tézky vzhledem k polynomialni
redukovatelnosti, pak je mozné na SAT polynomialné redukovat kazdy
jazyk ze tfidy NP



o pokud tedy polynomialné redukujeme SAT na jiny jazyk L, pak je L jisté
také NP-tézky
o to plyne z tranzitivity relace polynomialni redukovatelnosti

Pokud v textu najdete chybu, nebudete né¢emu rozumét nebo budete mit dojem, Ze by bylo
vhodné néco doplnit, kontaktujte na discordu uzivatele kocotom.
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