18. V\ztah prostoru a ¢asu, vztah
nedeterminismu a determinismu.

T¥idy slozitosti Turingovych stroju

Gasova slozitost deterministického TS

Casové slozitost vypodtu deterministického Turingova stroje M = (Q.%, 1,4, 4, 47) na vstupu
w € 2 je funkce tar 5* — N U {0} definovana nasledovné:

o tarlw) = n & M < yypotet M na w zastavi po n krocich

o tarlw) = 20 & yypotet M na w nezastavi (M na w cykli)

Casové slozitost deterministického TS M je funkce Tw:M—=MU{x]} definovana jako

Ta(n) = max{ty(w) | w e X"}, Jedna se tedy o maximalni délku vypo&tu na néjakém vstupu
dané velikosti.

Pro funkei f ¢ N ~+ N definujeme ¢asovou tfidu slozitosti DTIME jako
DTIME( f(n)) = {L € £* | existuje DTS M takovy, ze L = L{M)a Tu(n) < f(m}.

Casova slozitost nedeterministického TS

Gasové slozitost nedeterministického TS M je funkce T <M —+ MU {2} definovana jako
o) = max{ty(w) | we "} kde far(w) je maximalni poget krokl vypodtu M na w (nebo
o0, pokud M cykli na w). Jedna se tedy o délku nejdel$iho vypoctu pro vstup dané délky.

Pro funkai f ¢ M =+ N definujeme ¢asovou tiidu sloZitosti NTIME jako

NTIME( f(n)) = {L € £* | existuje NTM M takovy, ze L = L{M)a Tuin) < fin)}.

Pozn.: pokud pro vstup w & 52 existuje vypocet na M takovy, ze M naw cykli, pak Tullwl) =
_Pokud ale LAM) & NTIME(f(n)), tak existuje jiny NTM M, pro ktery vypo&et M na w skonéi
po nejvyse Jthwl) krocich.

Prostorova slozitost deterministického TS

Necht €' = (4, 0&%, 11} je konfigurace Turingova stroje M, kde n € Na ¢ e "\ (I {AY) (tzn.
a nekonc‘:i ani jednim symbolem A). Prostorova sloZitost konfigurace (' je definovana jako
#(C) = muax{|al, n} (tzn. maximum z délky vstupu bez blank symbolli a pozice hlavy).



Prostorova slozitost vypoétu deterministického TS M na vstupu we X' je funkce
sa s 5+ NU{x) definovana jako sm(w)=max{an(C) | (g, Awd™. 0}y ("}, kde
maximum nekone&né mnoziny je oc. Jde tedy o maximalni prostorovou slozitost ze vSech
konfiguraci béhem vypoctu.

Prostorové slozitost TS M je funkce Sy M- MU{x] definovana jako
S () = max{aalw) | w e £ Jedna se tedy o maximalni délku pasky, ktera je vyuZita
b&hem vypoétu na vstupech dané velikosti.

Pro funkci f ¢ N =+ N definujeme prostorovou tfidu sloZitosti DSPACE jako
DSPACE(f{n)) = {L € " | existuje DTS M takovy, ze L = L{M]a Su(n) = f(n)},

Prostorova slozitost nedeterministického TS

I-_’rostqrové slozitost nedeterministického TS M je funkce Sy o N — MU {oc}) definovana jako
Sy (n) = max{aplw) | w € £} kde sn(ur) = max{an(C) | {m, Awd®,0) Hi '}, Jedna
se tedy o maximalni délku pasky, ktera je vyuzita b&hem véech vétvi vypoctu na vstupech dané
velikosti.

Pro funkei / + M =+ N definujeme prostorovou tfidu slozitosti NSPACE jako
NSPACE(f(n)) = {L € £* | existuje NTS M takovy, ze L = L{M)a Su(n) = fm},

Vztah nedeterminismu a determinismu

Pro véechny funkce f ¢ N =+ N plati DTIME( f(n)) © NTIME(f(n)). Tvrzeni vyplyva z toho,
Ze (deterministicky) TuringQv stroj je specialnim pfipadem nedeterministického Turingova stroje.

Linearni zrychleni a komprese prostoru

Linearni zrychleni

Necht L € DTIME(f(n)). Potom pro kazd¢ € > 0:LE DTIME(e « f{n) + 1) (musime
zpracovat vstup, proto je v zavorce +7).

Dilkaz: mizeme zkonstruovat Turingiiv stroj, ktery pracuje nad abecedou 1" U I'* pro néjakou
vhodnou konstantu k. Takovy Turinglv stroj potom umi vykonat & krok(i piivodniho Turingova
stroje jako jeden krok v kone¢né mnoha krocich.
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Linearni komprese prostoru

Necht I € DSPACE(g(1)). Potom pro kazdé ¢ > 1 : L £ DSPACE(e - g{n)),

Dikaz: muzeme zkonstruovat Turinglv stroj, ktery pracuje nad abecedou rurk pro néjakou
vhodnou konstantu k. Takovy Turinglv stroj potom umi vykonat k kroku puvodniho Turingova
stroje jako jeden krok v kone&né mnoha krocich.

Linearni zrychleni a komprese prostoru plati také pro nedeterministické tfidy sloZitosti. Pro
véechny konstanty ¢ > 0 plati nasledujici rovnosti:

DTIME(f(n)) = DTIME(c « f(n) + n)

NTIME(f(n)) = NTIME(c « f(n) + n)

DSPACE(f(n)) = DSPACE(c » f(n))

NSPACE(f(n)) = NSPACE(c + f(n))

Vztahy mezi jednopaskovymi a vicepaskovymi
Turingovymi stroji

Necht M je vicepaskovy TS s ¢asovou slozZitosti Jin) potom existuje (jednopaskovy) Turinglv
stroj M’ takovy, ze LAM) = L{M") a A1’ rozpoznava jazyk L(M") s gasovou slozitosti f(n)"

Tvrzeni plyne z toho, Zze kdyz z vice pasek TS M vytvofime jednu pasku, tak si musime
zapamatovat pozice hlav na jednotlivych paskach. Abychom pak ziskali véechny informace a
provedli jeden krok vypoctu, musime projit celou paskou, tedy v nejhorsim pfipadé provést fin]

krokil. Proto je vysledné dasova slozitost /(1 P,
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Necht M je vicepaskovy TS s prostorovou sloZitosti g(nl. Potom existuje (jednopaskovy)
Turingv stroj M’ takovy, ze LAM) = L(M "I a M’ rozpoznava jazyk LIM’) s prostorovou
slozitosti #{1). Dukaz vyplyva z konstrukce takového jednopaskového Turingova stroje. Kdyz z k
pasek sestrojime jednu, vyuZity prostor je pofad stejny.

Necht M je vicepaskovy TS s ¢asovou slozitosti finl pak existuje dvoupéskpvy TSM " takovy,
se LIM) = L{M’) a M’ rozpoznava LIM') s gasovou slozitosti (2 f{1) « log( flm)),

Vztahy mezi tfidami sloZitosti

Plati nasledujici inkluze mezi jednotlivymi sloZitostnimi tfidami:

DLOG C NLOG C P C NP C PSPACE  EXP C NEXP

Takeé plati:
DLOG ¢ PSPACE
P EXP
NP © NEXP

PSPACE = NPSPACE
EXPSPACE = NEXPSPACE
P ? NP

Idea dukazu nékterych inkluzi
1. DSPACE(f(n)) € NSPACE( f(n))



Tvrzeni vyplyvd z faktu, Ze deterministicky TS je specialnim  pfipadem
nedeterministického TS.

~ DTIME(f(n)) € NTIME(f(n))
Tvrzeni vyplyva z faktu, Ze deterministicky TS je specialnim  pfipadem
nedeterministického TS.

NTIME(f(n)) € | J DTIME("™)

>
Je-li jazyk L pfijiman n&jakym NTS M, v éase t1), pak je také pfijiman néjakym DTS M
v Gase 2701911 Ukazeme, jak muze Ma simulovat My v uvedeném ¢ase. Ocislujeme si
prechody My jako 1,2, - - - k. My bude postupné simulovat veskeré mozné posloupnosti
prechodil M,. Obsah vstupni pasky si ulozi na pomocnou pasku, aby ho mohl vzdy

obnovit. Na jinou pasku si vygeneruje posloupnost prechodti z {1,2,....kVatu simuluje.
Vzhledem k moznosti nekone&nych vypoétl My nelze prochazet jeho mozné vypocty do
hloubky. Budeme-li je ale prochazet do itky (tj. Nejdfiv vSechny posloupnosti pfechodl z

{1,4,..., k} délky 1, pak 2, ...), uréité nalezneme nejkratsi pfijimajici posloupnost
prechodil pro My, pokud existuje. Takto projdeme nanejvys OK"™) cest (poget véech
moznych cest délky (1)), Simulace kazdé z této cest je vOUHm)] a tudiz celkem
vyuzijeme nanejvys cas QK™ - Oft(n)) = g

~ NTIME(f(n)) € DSPACE(f(n))

Toto tvrzeni je dusledek tvrzeni NTIME(f{n)) C DTIL-]E(2”’"]_ Nedeterministicky
Turingiv stroj M. mize provést maximaing f(m! nedeterministickych rozhodnuti.
Deterministicky Turinglv stroj My, ktery jej simuluje, pouziva fin bunék na pasce pro
reprezentaci rozhodnuti Turingova stroje My (posloupnost pfechodu z {L,3,..., kFy a
nejvyse /7] bunék pro simulovani pasky Ma. Ma simuluje mozné béhy Mx postupné
jeden po druhem.

. NSPACE( fin)) € DTIME(27U™) oo f(n) = logn

Pro nedeterministicky TS M a vstup w zavedeme konfiguracni graf G(M, wl, Uzly
takového grafu jsou konfigurace, které se mohou objevit béhem vypoctu M na w. Mezi
uzly Ci a C je hrana pravé tehdy, kdyz se M muZe dostat z konfigurace C1 do €'z béhem
jednoho kroku. Ptame se, jestli existuje cesta z uzlu odpovidajici pocatecni konfiguraci do
uzlu odpovidaijici akceptujici konfiguraci. Pro kazdy vstup w Ize pocet uzli grafu G(M,w)
shora omezit vyrazem 2¢0 i+l vime, 7e problém dosaZitelnosti (reachability) Ize
vyfesit v case OQ(m?) pro grafy s m uzly. Celkovy &as potfebny pro deterministicky
Turingtv stroj simulujici M je tedy 200+ S,

6. Savitchiv teorém: NSPACE( f(n)) € DSPACE(f(n)*) pro /(1) = logn



Uvazme nedeterministicky TS M rozhoduijici L{M)y prostoru #{1t), Existuje k € N zavislé
jen na |Ql a || takove, ze pro libovolny vstup w Turinglv stroj M projde nanejvys ko
konfiguraci o délce maximalné s{nl. To implikuje, 26 M provede pro w nanejvys
[Rl L) - .zsin‘l log k kroka.
Pomoci deterministického Turingova stroje mizeme snadno implementovat proceduru
path(r. u. 1) ktera otestuje, zda je mozné v M dojit z konfigurace z do ¥ v maximainé 2'
krocich. Procedura vypada nasledovné:

procedure path(x, y, 1)

if (i = 0) then return ((x = y) V ((x,y) € G))

else for all vertices z € G do

if (path(x, z, i-1) A path(z, y, i-1)) thea
return rrue

return false
Pokud je i = 0, pak se musi jednat o ten samy uzel, nebo o dvojici sousednich uzli. Pro
i > Otestujeme, zda existuje uzel, do kterého se dostaneme z z v maximalné 2/~ krocich
a z kterého se rovnéz dostaneme do ¥ v maximalné 2~ ' krocich.
P¥i rekurzivnim volani procedury path vznika strom o vysce i simulujici posloupnosti svych
listt posloupnost 2' vypod&etnich krokl. Nyni k deterministicke simulaci M postaci projit
véechny akceptujici konfigurace ¢r takove, Ze lex| < sln) a overit, zda
path(es, c¢, [5(n) log K1), kde co je pocateéni konfigurace.
Kazdé vyvolani path zabere prostor ({#{1)], hloubka rekurze je [s{n} - log k] = O(s(n))
a tedy celkové deterministicky simulujeme M v prostoru Ofs(n)?),
Dusledkem Savitchova teorému jsou jiz dfive uvedené rovnosti: PSPACE = NPSPACE
a k-EXPSPACE = k-NEXPSPACE.

Pokud v textu najdete chybu, nebudete né¢emu rozumét nebo budete mit dojem, Ze by bylo
vhodné néco doplnit, kontaktujte na discordu uZivatele barborasmahlikova.



