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59. Distribuované a paralelni algoritmy -
algoritmy fazeni, select, algoritmy
vyhledavani.

V distribuovanych algoritmech kromé klasickych metrik pro vyhodnoceni kvality algoritmu
(asova slozitost, pamétova slozitost) sledujeme i dal§i metriky, konkrétné:
Mh\) ——e— pocet procesoru potiebnych k feseni tlohy v zavislosti na velikosti instance my
e cena paralelniho FeSeni c(n) = p(n) * t(n) (po&et procesort krat as) A/ (”‘3
e zrychleni: ¢as sekvenc¢niho algoritmus / ¢as paralelniho algoritmu —— “—‘E
o efektivnost: cas sekvenéniho algoritmu / cena paralelniho algoritmu: ()
o <1 -neoptimalini (zplsobeno reZii souvisejici s paralelizacf)\
A

o =1-optimalni
. 8 dinad & Rodue ay ()
B - \(c) - doh pslins 2 X \ i i

Algoritmy fazeni "¢ Clmy

V algoritmech paralelniho fazeni typicky uvaZzujeme, Ze Zadné dva prvky si nejsou rovny. Pokud
bychom pfesto méli takovy soubor ¢isel, mohli bychom ke kazdému &islu pfidat jeho pofadi a
nasledné fadit podle dvojic (hodnota, pofadi), které uz jsou jisté unikatni. Pro srovnani budeme
vyuzivat optimalni sekvencni algoritmus (napf. merge sort), jehoz Gasova sloZitost je t(n) = O(n
log n).

Enumeration sort

Pozice prvku v sefazené posloupnosti je dana poctem prvku, které jsou mensi nez tento prvek.
Zakladnim provedenim je implementace na mfiZce n x n, kde procesory v fadcich a sloupcich
jsou propojeny do binarniho stromu. KaZdy procesor se stara o porovnani dvojice prvkii — tyto
dva prvky ma uloZeny v registrech A a B. K tomu ma jest& registr RANK, do kterého miize
pficitat. Princip algoritmu je nasledujici:

1. Kazdy prvek je porovnan se véemi ostatnimi pomoci jedné fady procesorl (pokud je
prvek odpovidajici danému fadku vétsi, nastavime RANK na 1, jinak na 0)

2. RANK je pomoci stromové struktury seéten a v prvnim sloupci v kazdém radku je
spocten celkovy RANK, tzn. pocet prvk, které jsou mensi neZ prvek odpovidaijici
danému fadku.

3. Prvky jsou pfemistény podle hodnoty RANK

A( M\ e O( Q&c\m
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1) for i=1 to n do in parallel
1.1) kazdy procesor P(i, j) v fadé i ziska X, ax
(i, 3 = 1...n) a ulozi je do A(i, 3) a B(4, 3)

1.2) 1€ B(4, j) < A(4, 3) then RANK(i, j) = 1
else RANK(i, j) = 0
endif
endfor
2) for i = 1 to n do in parallel
2.1) obsah registru RANK véech procesord v fadé i je seéten a
ulozen do RANK(i, 1)
2.2) P(i, 1) spoéte RANK(x,) jako RANK(i, 1) += 1
endfor
3) for i=1 to n do in parallel
if RANK(i, 1)=j then x. je pfesunuto z A(i, j) do A(j, 1)
endif
endfor

SloZitost prvniho kroku je O(log n) — &ifeni v fadich a sloupcich probiha po binarnim stromé. V
kroku 2 probiha s&itani na stromové struktuie, taktéz O(log n). Nakonec presun hodnot podie
RANK probiha pfes diagonalu, aby bylo zamezeno konfliktd. Vzhledem k posilani po stromové
struktufe opét slozZitost O(log n). Celkem tedy sloZitost je O(log n) a cena O(n”2 log n), coz neni
optimalni. Znazornéni kroku 3:

Pi. x = (9,8, 10,7, 6}, u prvniho sloupce pro
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s A1) po skondeni vypoliu
e RANK(LI) po skonCeni kroku 2

5 RANKI(i, 1) po skonéeni kroku |
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Odd-even transposition sort ke Ao K &\’
N\

oo, Al

Paralelni analogie bubble sort. Mame linearni pole n procesortl, kazdy obsahuje jednu z
fazenych hodnot. V prvnim kroku se kazdy lichy procesor spoji se svym sousedem vpravo a
porovnaji své hodnoty. Je-li hodnota vlevo vétsi nez hodnota vpravo, vymeéni si své hodnoty. V
druhém kroku se stane to stejné, ale tentokrat se Spojuji sudé procesory. Po maximalné n
krocich jsou hodnoty sefazeny. Casova slozitost je tedy O(n), cena O(n*2), coz neni optimalni.
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Odd-even merge sort

Radi se siti specialnich procesort, kazdy ma 2 vstupy a dva vystupy (Low, High). Procesor
hodnoty na vstupu porovna a mensi da na vystup Low, vétsi na vystup High. Razeni pak
probiha kaskadou siti, vystupem kazdé trovné jsou pak sefazené pod-posloupnosti. Casova
sloZitost je O(log”2 n), cena O(nlog”4 n), coZ neni optimalni.

. Sit 1x1 2x2 M) Of Log? m)
pes— L min(a, b) “_"—_" w:: ﬁ‘clc(p\\:O(\m Lfﬂ\)
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e-splitting sort
Opét linearni pole procesort, funguje na podobném principu jako odd-even transposition sort,

ovSem kazdy procesor uchovava nékolik &isel. Namisto jednoduchého porovnani a prehozeni
pak provadime operaci merge a nasledny split na sefazené podposloupnosti.
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Algoritmus
for 1 = 1 to p do in parallel

procesor P, sefadi svou posloupnost sekvendnim algoritmem
endfor
for k = 1 to [p/2] do
1) gax 1 = 1,3, lL,., 2.1p/2] @& in parailel
spo) 8, a §,,; do setfidéné sekvence - Tid
5; = prvni polovina 5,’
S,y = druhd polovina S,’
endfor
2) for = 2, 4, ..., 2.p/2] do in parailel

endfor
endfor
- Analyza

» pFedzpracovani optimalnim alg. O((rn/p)log (nip))
» pfenos S, do P, O(n/p)

» spojeni S, a8, do S optimdlnim alg. 2.n/p

» pfenos S, do P, O(n/p)

» krok 1 nebo 2 O(nip)

t(n) = O[(n/p) log (n/p)}+O(n) = O((n log n)/p) + O(n)
¢(n) = t{n).p = O(n.log n) + O(n.p)

coz je optimaini pro p < log n Q((y\s N O (—m %MB + O( |
. \ p ~A)
“_",‘"‘4:; merge sort X Gkamqlh\ W /‘ & L&&M

Opét linearni pole procesor(, data tentokrat vak nejsou uloZena v procesorech, ale postupné
do nich vstupuji jako na zfetézené lince. Kazdy procesor spojuje dvé sefazené posloupnosti do
del$i sefazené posloupnosti (z po¢atku sefazené posloupnosti velikosti 1, pak velikosti 2, 4, ...).
Casova slozitost je O(n), pfiéemz vyuzivame log(n) procesortl, cena je tedy O(n log n), tedy
algoritmus je optimalni. (Algoritmus je navrzen pravé tak, aby pouZival pravé poget procesorti
nutny k dosaZeni optimalni ceny.)
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Méme n procesort, které jsou propojeny spole&nou sbérnici, ktera v kazdém kroku umoznuje
pFenést jednu hodnotu. Kazdy procesor ma v sobé ulozeno:

e X~ jeden prvek z posloupnosti, fixni po celou dobu béhu

® Y —postupné viechny prvky z posloupnosti, probiha posun doprava napfi¢ procesory
e C —kolikrat bylo X vétsi nez prochazejici Y
L]

Z — sefazeny prvek posloupnosti .
A ,Qre A CL
I 1 e | i |

e [ AH

him !
Algoritmus funguje nasledovné: bMM PT‘W
1. Registr C se nastavi na 1
2. 2n-krat paralelné prob&hne nasleduijici krok (iteraci oznaéme k):

a. Pokud vstup neni vy&erpan, vlozi se prvek i do registru X procesoru i (sbérnici) a
zaroven se vloZi do prvniho procesoru do registru Y a zaroven se obsah véech
registrii Y ve v8ech registrech posune doprava

b. Kazdy procesor s neprazdnymi X a Y je porovné a inkrementuje C, pokud X > Y

c. Je-lik >n (byl vy&erpan vstup), pak procesor (k-n) posle sbérnici obsah svého
registru X procesoru (C - n), ktery jej ulozi do svého registru Z. Tim umistime
jeden prvek na jeho finalni misto.

ka\ =
ACe) =0Ca)
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3. Nakonec posouvaji procesory sveé registry Z doprava a tim je produkovana vysledna
posloupnosti
Casova slozitost je O(n), cena je tedy O(n”2), coz neni optimalni.

Minimum Extraction sort

Stromova hierarchie procesort, kazdy listovy procesor obsahuje jeden prvek. Kazdy nelistovy
procesor porovna hodnoty svych dvou synti a mensi z nich posle svému otci. Timto zplisobem
minimalni prvek bude v kofenovém procesoru po log n krocich a v kazdém dalim kroku se
ziska dalsi nejmensi prvek. Casova slozitost je tedy O(n), pocet procesorti je linearni, tedy cena

O(n”2). s Podk = Ofm”‘) ] \’
00y, MW= Clisya) 400
Bucket sort

Razeni stromem procesort s m listovymi procesory, pficemz n = 2°m. Kazdy listovy procesor
obsahuje n/m fazenych prvkd a umi je sefadit optimalnim sekvenénim algoritmem (heap sort,
merge sort). Kazdy nelistovy procesor umi spojit dvé sefazené posloupnosti sekven&nim
algoritmem. Casova slozitost O(n), je vyuzit logaritmicky poéet procesort, celkém tedy cena O(n

D - S bia) D ool

s Alo) = O ()
Median Finding and Splitting

Stejna architektura jako bucket sort, tentokrat v&ak nelistové procesory umi nalézt median v
optimalnim ¢ase (algoritmus select s linearni sloZitosti) — nasledné kazdy nelistovy procesor
najde median a rozdéli prvky na prvky vétsi a mensi nez median — mensi da levému procesoru
a vetsi pravému procesoru. Jedna se tedy o paralelni verzi quicksortu. Casova sloZitost je O(n),
cena je tedy O(n log n), je tedy také optimalni.

Algoritmus Select

Algoritmus Select obecné hleda k-ty nejmensi prvek v posloupnpsti S. Specialnim pfipadem je
pak k = [S| / 2, tzn. median. Algoritmus select funguje na principu rozdél a panuj (divide and
conquer) — cely seznam je rozdélen na podseznamy malé délky Q (napf. 5), ve kterych je
rekurzivné nalezen median (median je v malém seznamu nalezen pomoci sefazeni). Nasledné
spocitame median mediant, na zakladé kterého rozdélime prvky na vétsi/rovno/mensi a podle
velikosti téchto seznam( rekurzivné hledame median uz pouze v podmnoZziné prvk(. Pro
rozumné Q ma algoritmus linearni &asovou sloZitost.
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Algoritmus
procedure SEQUENTIAL_SELECT(S, K)

(1) 1f |S5| € Q then sefad S a odpodite)
else rozd2l 5 na |5|/Q posloupnosti S; o délce Q prvki
(Z) // Setad kazdou posloupnost S, a nalezni je3i median M[1)
for i=1 to |5|/Q deo
Mii]) = SEQUENTIAL‘SELECT(S;. 18,1/2)
end for
(3) // Nalezni “mediadn medidni” m
m = SEQUENTIAL SELECT (M, |M|/2)
(4) L = (s‘ € S: 3, < m}
E= (8 € 8: 8 =m)
G = | 2 € 5! 5, > m}
(3) 4f |L| > k then SEQUENTIAL_SELECT(L,k) // prvek musi byt v L
else if |L| + |E| > k then return m // prvek musi byt v E
else SEQUENTIAL SELECT (G, k=|LI=|E|) // prvek musi byt v G

Paralelizace algoritmu select provedeme tak, Ze hledani medianu v podposloupnostech
provadime paralelné:

Algoritmus
procedure PARALLEL_SELECT(S. k)

(1) Af |S| € 4 then ptimo naleznt k-ty prvek
else rozdél S na N posloupnosti S; 0 délce n/N a kaz2dou ptifad
jednomu procesoru P,
(2) for i=1 to N do in parallel
M[1] = SEQUENTIAL SELECT(S,, |S,|/2)
end for
(3) m = PARALLEL SELECT(M, [M|/2) ¢ s men2im poltem procesorn
(4) L = {8 & St 5, < mj
E = {8 &8s, =m)
G= {5 &8: s >m
(5) &£ |L] > k then PARALLEL SELECT (L, k)
else if |L| + |E| > k then return m
else PARALLEL SELECT(G, kK-|L|-|E])

Casov4 slozitost pro N procesor(, je rovna O(n/N), cena je tedy O(n), jedna se tedy o optimalni
paralelni algoritmus. Této dasové sloZitosti dosahneme diky implementaci kroku 4 pomoci
algoritmu parallel splitting, ktery rozdéluje posloupnost prvki na hodnoty vétsi/rovno/mensi nez
zadana hodnota (sekvenéni algoritmus méa tedy linearni ¢asovou slozitost). Algoritmus funguje
nasledovné:




Algoritmus
st LA S L

(1) m se zaSle viem procesorum procedurou BROADCAST
(11) ¥aZdy procesor B, rozdeli svojl sekvenci 3,
na sekvence L,, E,, G,
(111) VSechny sekvence L, 1sou spojeny do sekvence L
(a8 stejn® tak E, a G,) nasledovna:
Necht a, = |L,|

Pro v8echny 1, kde 1 € 1 £ N se spofte suma;
Z; = I a a z, = 0

(1v) Nyni vEechny procesory paralelnég
ukladaji své posloupnosti
L; do L tak, 2e procesor P, kopiruje L,
do L od pozice z, ,+1.

L | (-

3 5
V principu kazdy procesor spoéita diléi mnoziny L, E, G a nasledn& pomoci sumy prefixii (viz
dalsi otazka) uréime, na ktery index celkové posloupnosti méa procesor zaéit nahravat svoji diléi
posloupnost. Timto se pfedchazi kolizim pfi paralelnim zapisu do paméti. Rozdé&leni se provadi
sekvenénim algoritmem, pro N procesor( je tedy slozitost O(n/N). Druhy krok (na obrazku Jjako iii) je
suma prefixu, ktery méa sloZitost O(log N), spojeni subsekvenci ma opét slozZitost O(n/N).
Celkem tedy O(log N + n/N) = O(n/N) pro dostate¢né malé N. Cena je tedy optimalni.

Algoritmy vyhledavani

PFi vyhledavani mame sekvenci prvk( X = {x1, x2, ..., xn} a hledany prvek x. Mame za kol
Zjistit, zda existuje k takové, Ze x = xk, a pripadné zjistit k. Rozlisujeme dva pripady
e posloupnost neni sefazena. Optimalni sekvenéni algoritmus ma linearni ¢asovou
sloZitost

® poslouponost je sefazena. Optimalni sekvenéni algoritmus ma logaritmickou ¢asovou
slozZitost (binary search)

N-ary search

Paralelni rozsifeni binarniho vyhledavani (pracuje nad sefazenou sekvenci dat). U binarniho
vyhledavani zjistime v kazdém kroku, ve které poloviné se prvek nachazi s pomoci jednoho

procesoru. Pokud mame N procesor(, miizeme Zjistit, ve které z N+1 &asti se prvek nachazi.
Kazdy procesor dostane pfidélenou podsekvenci a podiva se podle svého posledniho prvku,
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jestli je hledany prvek vpravo nebo vlevo. Rekurzivné pak hledame v podsekvenci, kde levy
procesor fikd, Ze je prvek vpravo, zatimco pravy procesor fikd, Ze je prvek vlevo:

B P B o M T "
Uo l-o lr | «1 . P 2 P,
S UDRINREEERESS SN
P P,0y
P, P, P P, Py
s LR Rl LR RS LR LR | ERERY
12 (N AN+ ..' |N-|r‘.l," NNyt "
. alyza

+ Je treba CREW PRAM

= Un) = O(log(n+1)log(N+1)) = O(logy.,(n+1))
= ¢(n) = O(N.logy,(n+1))

-»coZ neni optimaln{

sekven&nim algoritmem v nesefazené podsekvenci:

)~ (rodjohidine TRAN

sorll. Kazdy procesor hleda
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Algoritmus

procedura SEARCH(S, =, k) | posloupnost, hledany prvek, vysiedek)
L. for @ = | to N do in parallel
read x
endfor
2., for i - 1 to N do in parallel
- AMEEL B © PN Co SRR ORI ey = SIS S0 v !
SEQUENTIAL SEARCH (8,, X, k)
= paralelnl Search vold sekventni SEQUENTAL Search
endfor
i« for i ~ 1 to !N do in parallel
if &k, > 0 then k = k, endif
endfor

Problémem je hlavné prvni krok (naéteni dat) a tfeti krok (spojeni dil&ich vysledku jednotlivych
procesort) — jejich sloZitost zalezi na architekture, na které algoritmus implementujeme. Druhy
krok méa nezavisle na architekture slozitost O(n/N). Prvni a tfeti krok:
e EREW - 1. krok naéteni s vyuZitim stromu O(log N), treti krok taktéz, cena je tedy

O(NlogN + n), coZ neni optimalni

CREW - 1. krok konstantni diky sdilenému &teni, 3. krok zistava logaritmicky

CRCW - umoziuije i sdileny zapis, tedy sjednoceni vysledk v kroce 3 prob&hne v

konstantnim ¢ase, celkova slozZitost je tedy O(n/N), cena je tedy O(n) -> optimalni.

Kazdy listovy uzel ma jeden prvek seznamu. Kofen naéte hledanou hodnotu x a pfeda ji synim,
az se takto dostane hledana hodnota k listtim. Kazdy list pak nastavi vysledek na 1, pokud jeho
prvek je roven x, jinak na 0. Nasledné se po trovnich ve stromé provadi v nelistovych uzlech
operace OR nad syny, az se do kofene dostane vysledna hodnota — 1 v pfipadé nalezeni a 0 v
pripadé nenalezeni. SlozZitost je vzhledem ke stromovym operacim O(log n), coZ vzhledem k
linearnimu poctu procesori dava neoptimalni cenu O(n log n). Pfiklad hledani &isla 17 v
posloupnosti {15, 17, 19, 17}):

A(M - O( L@g\nﬂ
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Pokud v textu najdete chybu, nebudete nééemu rozumét nebo budete mit dojem, Ze by bylo
vhodné néco dopinit, kontaktujte na discordu uZivatele Fifinas.
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