64. Regularni mnoziny, regularni vyrazy
a rovnice nad regularnimi vyrazy.

Odkaz na video: SZZ: Reqularni mnoziny, reqularni vyrazy

Video pokryva témata: Regularni mnoziny, regularni vyrazy. Regularni mnoZziny. Regularni
vyrazy. Pfevod regularnich vyrazu na konecné automaty. Rovnice nad regularnimi vyrazy. Pfevod
konecénych automat( na regularni vyrazy pomoci jazyku stavid. Pfevod konecnych automati na
regularni vyrazy pomoci mnoZzin pfistupovych fetézcdu.

Regularni mnoziny

At Z je abeceda. Regularni mnozina nad abecedou X je libovolna mnozZina definovana
rekurzivné nasledujicim zpusobem:
@ je regularni mnozina
{€} je regularni mnoZina
va € 2: {a} je regularni mnozina
at P, Q jsou regularni mnoziny, pak

o P u Q jeregularni mnozina

o P - Qjeregularni mnozina

o P*je regularni mnozina

e Zadné dalSi regularni mnoziny nad abecedou Z neexistuji
Regularni mnozina je tedy takova mnoZzina, kterou je mozné ziskat z prazdné mnoziny, z mnoziny
obsahujici epsilon a z jednoprvkovych mnozin obsahujicich symboly abecedy konec¢nou aplikaci
sjednoceni, konkatenace a iterace mnozin. V tomto pfipadé zavadime precedenci operatoru * >
- > UL

Kazda regularni mnozina popisuje né&jaky regularni jazyk. Naopak, kazdy regularni jazyk je mozné
popsat né&jakou regularni mnozinou. Tfida regularnich mnozin odpovida tfidé regularnich jazykud
Ls.

Pfikladem regularniho jazyka je jazyk
L ={w € {a, b}* | #a(w) mod 3 =1 Vv w € {b, bb}},
ktery je mozné zapsat pomoci regularnich mnozin jako

L ={b}" - {a} - {b}* - ({b}" - {a} - {b}" - {a} - {b}" - {a} - {b}")* U {b} U {b} - {b}.

Regularni vyrazy

Regularni vyrazy jsou definované pomoci reguldrnich mnozin. Jde o zjednodu$eny zapis
regularnich mnozin. At Z je abeceda. Regularni vyraz nad abecedou % Ize rekurzivné definovat
nasledovné:


https://youtu.be/YGEvSiS9ppg

@ je regularni vyraz pro regularni mnozinu @

€ je regularni vyraz pro regularni mnozinu {&}

Va € Z: a je regularni vyraz pro regularni mnozinu {a}

at' p, q jsou po Ffadé regularni vyrazy pro regularni mnoziny P, Q, pak
o p +qjeregularni vyraz pro regularni mnozinu P U Q
o pq je regularni vyraz pro regularni mnozinu P - Q
o p*jeregularni vyraz pro regularni mnozinu P*

e Zadné dalsi regularni vyrazy nad abecedou Z neexistuji

Regularni vyraz je textovy fetézec odpovidajici néjakému regularnimu jazyku. Ke kazdému
regularnimu jazyku (i ke kazdé regularni mnoziné) existuje odpovidajici regularni vyraz popisuijici
stejny jazyk. Analogicky, ke kazdému regularnimu vyrazu existuje ekvivalentni regularni jazyk (i
regularni mnozina). Tfida regularnich vyraz( odpovida tfidé regularnich jazykl Ls.

K regularni mnoziné
L ={b}* - {a} - {b}* - ({b}* - {a} - {b}" - {a} - {b}" - {a} - {b}*)* U {b} U {b} - {b}
Ize najit reqularni vyraz
L = b*ab*(b*ab*ab*ab*)* + b + bb.

Transformace regularnich vyrazd na kone¢né automaty

Kazdy regularni vyraz jej mozné transformovat na ekvivalentni kone¢ny automat. Pfi pfevodu
vyuzijeme faktu, ze regularni vyrazy se definuji rekurzivné, tedy ze jsou definovany minimalni

zpusobem, pficemz zajistime, aby kazdy koneény automat, ktery bude vysledkem takového
prfechodu, mél pravé jeden pocatecCni a pravé jeden koncovy stav. Uvazujme o abecedé .

Automat pro regularni vyraz @:

Automat pro regularni vyraz a (a € Z):

Automat pro regularni vyraz €:

™ a RN

At p, q jsou dva regularni vyrazy. Na obrazcich je naznageno, Ze jiz mame k dispozici automaty
ekvivalentni regularnim vyrazim p, q. Jejich vnitini struktura nas nyni nezajima, podstatné je, Ze
oba maji pravé jeden pocate¢ni a pravé jeden koncovy stav.



Automat pro regularni vyraz p + q:
U automatt odpovidajicich regularnim vyrazim p, q zruSime pfiznaky poc¢ate¢nich a koncovych
stavl. Vytvofime novy pocatecni a novy koncovy stav. Z nového pocatecniho stavu povedeme ¢-

prechody do plvodnich pocatecnich stavu, z puvodnich koncovych stavl povedeme g-prechody
do nového koncového stavu.

Automat pro regularni vyraz pq:

U automatl odpovidajicich regularnim vyrazim zruSime pfiznaky pocate¢nich a koncovych
stavll. Vytvofime novy pocCatecni a novy koncovy stav. Z nového poc€atecniho stavu povedeme ¢-
prechod do puvodniho pocate¢niho stavu pro automat odpovidajici regularnimu vyrazu p. Z
puvodniho koncového stavu automatu odpovidajiciho regularnimu vyrazu q povedeme g-pfechod
do nového koncového stavu. Z puvodniho koncového stavu automatu odpovidajiciho
regularnimu vyrazu p povedeme e-pfechod do plvodniho pocateéniho stavu automatu
odpovidajiciho regularnimu vyrazu q.

Automat pro regularni vyraz p*

U automatu odpovidajiciho regularnimu vyrazu p zruSime pfiznak pocateCniho a koncového
stavu. Vytvofime novy pocatecni stav, ktery povede pies e-pfechod do plvodniho pocatecniho
stavu. Rovnéz vytvofime novy koncovy stav, do néjz povede ¢-pfechod z puvodniho koncového
stavu. Z plivodniho koncového stavu povedeme ¢-prechod do plvodniho pocate¢niho stavu, coz
odpovida moznosti odstartovat dalsi iteraci. Z nového pocate¢niho stavu povedeme pfechod do
nového koncového stavu, coz odpovida moznosti neprovést jedinou iteraci a pfijmout prazdny
fetézec.



Konecnou aplikaci téchto pravidel jsme schopni prevést libovolny regularni vyraz na konecny
automat s e-pfechody. Tento automat je poté mozné determinizovat a minimalizovat.

Priklad. Ukazme prevod regularniho vyrazu (ab + b*)* na kone¢ny automat. Nejprve detekujme
minimalni elementy, pro néz vytvofime odpovidajici automaty. V pfipadé regularniho vyrazu (ab
+ b*)* pUjde o automaty odpovidajici regularnim vyrazim a, b, b.

1O——0|
tOo——0]
to——0]

Uvédomme si, ze precedence operatorl je nasledujici: * > - > +. Respektujeme navic i
uzavorkovani. Z automatl odpovidajicich regularnim vyrazdm a, b vytvofime automat
odpovidajici regularnimu vyrazu ab. Z automatu odpovidajiciho regularnimu vyrazu b vytvofime
automat, jenZ bude odpovidat regularnimu vyrazu



ab

b-k
Z automatt odpovidajicich regularnim vyrazdm ab, nyni vytvofime automat odpovidajici
regularnimu vyrazu ab + b*.

ab + b*

Z automatu odpovidajiciho regularnimu vyrazu ab + b* nyni vytvofime automat odpovidajici
regularnimu vyrazu (ab + b*)*.



(ab + b*)*

Tento automat samoziejmé nyni Ize determinizovat a minimalizovat.

Rovnice nad regularnimi vyrazy
At Z je abecedaa at A =(Q, Z, , so, F) je kone€ny automat, q € Q.

Jazyk stavu q je mnozina fetézcl

[q={wez*|3feF:(q,w)F*(f, &)
Jinak fe€eno, jde o mnozinu takovych fetézcu, které by byly automatem pfijaty, kdyby jejich &teni
bylo zahgjeno ve stavu q. Pfipadné jde o jazyk, ktery by odpovidal automatu A, kdyby q byl
pocate¢ni stav. Ziejmé [so] = L(A).

Mnozina pristupovych fetézcu stavu q je mnozina fetézct

L7(q) = {w € Z* | (so, W) F* (q, €)}.
Jinak fe€eno, jde o mnozinu takovych fetézcl, které jsou automatem docteny ve stavu q.
Pfipadné jde o jazyk, ktery by odpovidal automatu A, kdyby byl q jediny koncovy stav. Zfejmé
UrerL(f) = L(A).

Rovnice nad regularnimi vyrazy jsou takové rovnice, kde jednotlivé koeficienty a neznamé
odpovidaji regularnim vyrazim nad abecedou Z. Pro spojovani neznamych a koeficientl
vyuzivame pouze operatory +, -, *.

At % je abeceda. Rovnici nad regularnimi vyrazy nazveme rovnici nad regularnimi vyrazy ve
standardnim tvaru vzhledem k neznamym {Xi, Xo, ..., Xn}, pokud ma nasledujici tvar:



Xi=ap+ aXs+axxXe+ ... + anX,
kde {X1, Xo, .., Xn}NZ=@A1<=i<=nAi,neNaa, ay, ...., an jsou regularni vyrazy nad z.
Systém takovych rovnic oznagime soustavou rovnic nad regularnimi vyrazy ve standardnim
tvaru.

Manipulace s rovnicemi. Pfi feSeni soustav rovnic nad regularnimi vyrazy je mozné vyuzivat
techniky
e dosazovani
o dosazujeme pravé strany rovnic za odpovidajici neznamé
o mame-li napfiklad rovnice X =aY¥Y + bZ, Y = bX, Ize psat Y = b(aY + bZ)
e vytykani a roznasobovani
o jelikoz konkatenace je distributivni nad sjednocenim, je mozné vytykat a
roznasobovat
o je ovSem dulezité si uvédomit, ze konkatenace neni komutativni
o mame-li napfiklad rovnici X = aY + bY + cZ, Ize psat X = (a + b)Y + ¢Z, ale nelze
napsat X=Y(a+b)+cZ
o mame-li napfiklad rovnici X = (a + ¢)Z + bZ, Ize psat X = aZ + ¢Z + bZ, ale nelze
napsat X=Za+Zc+bZ
e feSeni cyklické zavislosti
o meéjme rovnici X = pX + q, pfed dalSimi manipulacemi je vhodné odstranit cyklickou
zavislost neznamé na sobé samé
o jejim feSenim je X = p*q
o to se da zcela neformalné odvodit tak, ze v rovnici X = pX + q jde donekonecna
dosazovat pX + q za X
o X=pX+q=p(pX+q)+q=pE{EX+q)+q)+qg=pp{EPEX+q)+q)+q)+q=
... =p*q
e dalsi marginalni upravy
o prfidavani a odebirani neutralnich prvku vzhledem ke sjednoceni (@) a konkatenaci
(€)
m Y=(a+b)YjetotézjakoY =(a+ b)Y + @, zde vhodné pouzit pfed pfipravou
do tvaru X = pX + g kvdli absenci ¢lenu g
m X =aX+bgjetotéz jako X = aX + b, vhodné pro zjednoduSeni rovnice
o komutativita sjednoceni, pohlceni podmnoZiny nadmnoZinou u sjednoceni
m X =aX+DbY jetotéz jako X = bY + aX
m X=c+c*jetotéz jako X =c*
o pohlceni iterované podmnoziny iterovanou nadmnozinou u konkatenace
m X =Db(a+ b)*a* je totéZ jako X = b(a + b)*
m ovSem X = a*b(a + b)* neni totéz jako X = b(a + b)*

Pomoci soustav rovnic nad regularnimi vyrazy je mozné pfevadét konecné automaty na regularni
vyrazy. Neznamé budou v nasem pojeti jazyky stavli jednotlivych automatl. Pro kazdy stav
sestavime rovnici a vhodnymi manipulacemi vyjadfime neznamou odpovidajici jazyku
pocate¢niho stavu.



Sestaveni rovnic pro jazyky stava automatu. At A = (Q, Z, 9, so, F) je kone¢ny automat, kde
X, Y € Qjsou stavy, a € Z je symbol abecedy. Pokud y € &(x, a), pak pfi vytvareni rovnice pro stav
x sestrojime neznamou X odpovidajici jazyku daného stavu automatu, pfiéemz tato neznama
bude na jedné strané rovnice a na druhé strané rovnice se mimo jiné bude vyskytovat Clen aY.
Ten vyjadiuje, ze do jazyku stavu x patfi ur€ité kazdy Fetézec, ktery zacdind symbolem a a
pokracuje libovolnou pfiponou odpovidajici fetézci, ktery by patfil do jazyka stavu y. Divame se
tedy na pfiznak koncovosti a na vSechny odchozi hrany.

Uvazujme o automatu vyobrazeném na schématu nize:

a,c

-

Automat ma stavy x, y, z, tedy zavedeme tfi neznamé X, Y, Z, které budou po fadé popisovat

jazyky téchto stavll. Stavy x, y jsou koncové, tedy na pravych stranach rovnic pro tyto stavy bude

muset byt ¢len ¢, nebot samotné ¢ patfi do jazyk( téchto stavl. Jelikoz ze stavu x je mozné

provést pfechod do stavu y pfes symbol ¢ a do stavu z pfes symbol b, budou na pravé strané

rovnice pro stav x i €leny cY, bZ. Rovnice pro stav x tedy bude mit nasledujici podobu:
X=cY+bZ+e¢

Ostatni rovnice lze sestavit obdobné:
Y=cZ+¢
Z=aZ+cZ+ aX

Tyto tfi rovnice tvofi soustavu rovnic nad regularnimi vyrazy. Nyni ji vyfeSme. Vytkneme ze tfeti
rovnice zprava Z a vyieSme cyklickou zavislost neznamé Z:
Z=aZ+cZ+aX
Z=(a+c)Z+aX
Z=(a+c)*aX

Dosadme upravenou rovnici stavu z do rovnice stavu y:
Y=cZ+¢
Y=c(a+c)*aX+¢

Dosadme upravenou rovnici stavu y i upravenou rovnici stavu z do rovnice stavu x:
X=cY+bZ+¢
X=c(c(a+c)aX+¢g)+b((a+c)aX) +¢

Rovnici roznasobme, vytknéme zprava x a odstranme cyklickou zavislost:
X=c(c(a+c)*aX+¢€)+b((a+c)aX)+e
X=cc(a+c)j*aX+c+b(a+tc)*aX +¢



X=(cc(a+c)a+tb(a+tc)a)X+c+¢
X = (cc(a + c)*a + b(a + c)*a)*(c + €)

Vysledkem je rovnice pro jazyk pocateCniho stavu, tedy regularni vyraz odpovidajici jazyku
automatu.

Alternativni metoda. Misto rovnic pro jazyky stavl je mozné psat rovnice pro mnoziny
pristupovych fetézcu stavi. Misto rovnic ve standardnim tvaru

Xi=ap+ aXs+axxXe+ ... + anX,
vytvafime rovnice ve tvaru

Xi=ag + Xqjaq + Xoaz + ... + Xpan,

pfiCemz pfi sestavovani rovnic dbame na pfichozi hrany a ¢len ¢ pfidame k rovnici po€atecniho
stavu. Regularnim vyrazem ekvivalentnim danému automatu bude sjednoceni regularnich vyraza
odpovidajicich koncovym staviim automatu. V pfipadé automatu

sestavime rovnice
X=Za+¢g
Y =Xc
Z=Za+Zc+Yc+Xb
a fedime obdobnymi manipulacemi, pfi€emz feSeni rovnice X = Xp + q je nyni X = gp*
Z=Za+Zc+Yc+Xb
Z=Za+c)+Yc+Xb
Z=(Yc + Xb)(a + c)*
Z = (Xcc + Xb)(a + ¢)*
X =(Xcc+ Xb)(a+c)a+e
X =Xcc(a+c)*a+ Xb(a+c)a+e
X =X(cc(a+c)*a+b(a+c)*a)+¢
X = (cc(a + c)*a + b(a + c)*a)*
Y =(cc(a + c)*a + b(a + c)*a)*c
X +Y = (cc(a+c)a+b(a+c)a)* +(cc(a+c)a+ b(a+c)a)c
X+Y =(cc(a+c)*a+ b(a+c)a)*(e + c)
Resenim je zde sjednoceni mnozin pFistupovych fetézcl stavil x, y, nebot jde o koncové stavy.

Pokud v textu najdete chybu, nebudete né¢emu rozumét nebo budete mit dojem, Ze by bylo
vhodné néco doplnit, kontaktujte na discordu uZivatele kocotom.



