57. Distribuované a paralelni algoritmy -
algoritmy nad seznamy, stromy a grafy.

Algoritmy nad seznamy

Tyto algoritmy pracuji s vazanym seznamem. Kazdy prvek ma néjakou hodnotu a svého
naslednika — typicky jej reprezentujeme polem nasledniku, které budeme oznacovat Succ.
Paralelni prace se seznamy je sloZit&j$i nez prace s poli, protoZe kdyZ se kazdy procesor stara
o sv(j prvek, chybi mu v seznamu globalni pohled — nevidi, co je v jinych Castech seznamu.

- List: (()(D(+(1)(3)

. Pole succ:
-suwec[ 3 1 5] 3 | 6 [ 4 1 1 ]
- Index 1 . 3 4 5 6

Nalezeni predchudcu

Pokud bychom chtéli namisto naslednik( znat pfedchidce kazdého prvku seznamu, je mozné
toho dosahnout jednoduchym paralelnim algoritmem:

fori=1to ndoin parallel
if i 1= Succli] then
Pred[Succli]] =i

V zé4sadé pro kazdy prvek urcime paralelné jeho predchudce. Casova slozitost je O(1), cena je
tedy O(n).

List ranking

Chceme najit pofadi prvkii v seznamu, tzn. vzdalenost od konce. Sekvenéni algoritmus ma
slozitost O(n). Naivni paralelni fe$eni by stale mélo slozZitost O(n), coz neni Zadouci. Jako
vylepseni se pouziva technika zdvojovani cesty (path doubling), kdy kromé pocitani ranku je
seznam v pribéhu vypoétu upravovan (jsou upravovany ukazatele). Ta funguje na principu
zdvojnasobovani zkoumané délky:
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Algorithm
Input: arcray burc[l..nW
Output: array Rank[l..n]

for |~1 to n do in parallel
if succii]l=1 then Rank([i] = 0
else Rank[l] = 1
for k = 1 to log n do
Rank{i] = Rank[l] + Rank[Succ[i]]
Succii] = Succ|Succli]]
end for
end for

020,00, 0.0
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Vzhledem k exponencialnimu riistu zkoumané cesty je ¢asova slozZitost pouze O(log n), cena je
tedy O(n log n), coZ neni optimalni. Vylep$eni ceny je mozné dosahnout podobnymi technikami
jako je ukazano u paralelni sumy sufixd.

) . “Q,,W 4&0( W 970{0
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Je podobna jako suma prefix(i prezentovana v otazce 56, ovéem jdeme od konce, tzn. pocitame
soucet (resp. obecné asociativni operaci) nad podseznamy od konce seznamu. Algoritmus je
témér totozny s algoritmem list ranking, opét se vyuziva technika zdvojovani cesty. Namisto
séitani se vyuziva obecny operator a misto 0 nastavujeme neutralni prvek operace do
posledniho prvku. Nakonec je také potfeba pficist do kazdého prvku posledni hodnotu, ktera
byla pfepsana neutralnim prvkem. Casova slozitost a cena je tedy stejna s list ranking.
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Algorithm
Vo= [vi.i0 ves ¥v0]
for 1 = 1 to n do in parallel
1f succfi]) = 1 then valll]
else Valli]
for k = 1 to log n do
Val[i] = Valii] & ValiSuccii]]
Succlil = Succl[Succili]]
end for
if Valllast] <> 0 then Val[i] = Val[i) @ Val[last]

i

0 /* neboli newerdini prvek operace @ %
v

i

end for

DO @(DCD ’
00,020, 0 0> e =t

Optimalizace ceny list ranking/sumy suffixt

Cena zakladnich implementaci je neoptimalni, protoZe se déla zbyte¢na prace. Napfiklad v
piikladech vy$e ve druném kroku (skok o 2) druhy procesor zleva déla zbyte€nou operaci.
Namisto prace by mohl &ekat a az v dal$im kroce se podivat na vysledek svého pravého
souseda, ktery jiz ma dopoé&itanou hodnotu a pouze k nému pfi¢ist 1 (u list rankingu), resp.
pripocitat svoji vlastni hodnotu (suma suffixu). Resenim tohoto problému je, Ze v kazdém kroku
vzdy polovmu procesoru uspime. Algoritmus se pak sklada ze dvou fazi:

Jurr faze — postupné jsou ménény ukazatele jako vyse, v kazdém kroku vSak
polovma procesoril usne. Konéi v momenté, kdy posledni (levy) procesor doskakal na
konec seznamu a vSechny ostatni procesory spi.




reko ni faze — posledni procesor méa dopoéitanou spravnou hodnotu, ostatni
procesory vSak maji patné hodnoty, protoZe byly uspany. V této fazi se procesory
za¢nou budit v opaéném poradi nez usinaly a ke své hodnoté si pfictou (resp. pfioperuiji,
v pfipade sumy sufixi) hodnotu svého naslednika.




Problémem tohoto pfistupu je, jak procesor pozna, kdy se méa uspat. Pro idealni implementaci
by procesor musel védét, zda je lichy nebo sudy — k tomu bychom potiebovali provést list
ranking, coz samoziejmé neni Zadouci — pro feseni list ranking nechceme vyuzivat list ranking.

Uvedenému problému, kdy procesor kviili absenci globalniho pohledu na cely seznam o sobé
nema jak jednoduse zjistit uréitou informaci (napfiklad pfiznak, zda je sudy, nebo lichy), obecné
Fikame problém symetrie. Procesory jsou v symetrické situaci, nebot kazdy si kupfikladu maze
myslet, Ze je sam sudy. K takzvanému rozbiti symetrie slouzi nékteré nize uvedené algoritmy
jako Random mating, List coloring nebo Ruling set.

»m mating M M@OM Mm%&%%

Pro feéeni vyée uvedeného problému se pouziva algoritmus random mating, coz je
pravdépodobnostni algoritmus. Kazdy procesor si hodi korunou a pfifadi si pohlavi
Male/Female. V kazdém kroku, pokud je procesor female a jeho naslednik male
(pravdé&podobnost %), pak se prvek pfeskoci a procesor uvolnﬁm dosahneme podobného

chovani jako bylo popsano vyse, ovéem bez nutnosti pfesné spocitat rank.
procedure RandonMats

for : = | te n do in parallel

rank(i] = 1

activell] = True /*Yf Frue - processor is working, False - provessor is waiting
end for
t =1 /% global variable */

while zuccihead] <> tail do in parallel
if active(i] and succli] <> tail then
sexi{i] = Random(M, F)

1fF sexii] =~ F and sex|aucc(i]] = M then
timelsuce(i]]
activelauceil]l] = False
rankf{l] = rank|li) + rank[succ|[i]]
succli]l = succlsucelii]l]
end 1if
¢ = 5]
end if
oend while
/* and of jumping phase "/ ettt
/* reconstuction phase */ while ¢ » 0 do in parallel
if timefi] - ¢t and succli] <> tail then
rank{i] = rank[i]l + rank[succ{i]]
end if
A= S ¢
end while

end

Diky tomuto pfistupu je cena c(n) = n + (%)n + (%)*2 n + ... = O(n), tj. optimalni za predpokladu,
7e dokazeme vyuzit spici procesory k nécemu uziteénému. Abychom toto nemuseli fesit,



{pouziva se pevny pocet procesoril, konkrétnénilog n, kazda procesor pak vykonava praci log n
puvodnich procesoru

V ramci k-obarveni seznamu chceme kazdému prvku seznamu pfifadit barvu z mnozZiny {1, 2,
... k} takovou, Ze pro kazdy vrchol plati C[x] != C[succ(x)], tzn. sousedi maji jiné barvy. Pro
k=2log n barev dokaZeme obarveni spocitat efektivné nasledujicim algoritmem (uf, tak trochu
cerna magie):

Algorithm
Input: linked list, array Index with indices of processors
output: 2.log n -~ coloring => array Color with colors of vertices

for every vertex v do in parallel
kK = least significant positien in which
index{v] and Index[succ(v)]| disagree
Color(v] = 2.k + k-th bit of Index(v]

end for

Priklad:

Index Tndex (binary) K Color
1 0001 1 2
3 0011 2 4
7 0111 0 1

14 1110

> b Alog ak o) = 001, )2 o

set (mnozina oddélovacl)

Méame seznam s vrcholy V = {v1, v2, ... vn}. Pak podmnozina S mnoziny vrchold V je k-ruling
set, pokud:

e 7adné dva vrcholy v S spolu nesousedi

e vzdalenost mezi nevybranym vrcholem k nasledujicimu vybranému je nejvice k
Napf. v1 v2 v3 v4 v5 v6 podtrzené a tuéné vrcholy jsou 2-ruling set, protoZe od vrcholu v2 do
nejblizsiho oddélovace v4 je vzdalenost 2, podobné pak pro v3 a v5

2k-ruling set

Pokud mame jiz spoétené k-obarveni, je mozné spocitat 2k-ruling set v konstantnim case tim,
e hledame vzdy “lokalni minimum v barvach” a to oznacime jako oddélovac. Tento algoritmus
stavi na principu, Ze mezi dvéma sousedicimi lokalnimi minimy (ddolimi) muze byt maximalné
2k barev — v nejhorsim pFipadé vystoupame z tdoli po jedné na nejvy$si barvu a pak opét

e
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Algorithm
Input: k-coloring-array Color
Output: 2.k-ruling set - array Ruler

init Ruler for Falses
for each vertex v do in parallel
if pred(v) # head
and Color[pred(v)]>Color[v]
and Color[succ(v) ]>Color[v]

then Ruler([v] = True
endfor

Ruler [head] = True

\

2-ruling set

Toto rozdéleni odpovida pfiblizné rozd&leni prvki na sudé a liché. Nejprve spocitame 2logn
obarveni a poté jdeme pfes vSechny barvy sekvenénim cyklem (tzn. logaritmicka sloZitost) a
pro véechny uzly, které maji danou barvu a nejsou oddélovaci a zarover ani jejich predek a

naslednik neni oddélovagem, nastavime dany uzel jako oddélovac:

Y3
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Input: linked list, array Index with indices of processors

Cutput: array Ruler - 2-ruling set
{1) Compute 2.log n coloring
(2) for Col - 0 to 2.10g n do

i€ Color([i] = Col

then if not (Ruler|[i) or Ruler|[pred(i)]
or Ruler[succ(l)])
then Ruler[i] = True
end if
end if

Algoritmy nad stromy

V ramci algoritmi nad stromy zavadime tzv. Eulerovsky priichod, coZ je obecny prachod

binarnim stromem — b&Zné vyuzivané prichody, napf. preorder, inorder a postorder jsou pouze
specialnimi pfipady Eulerovského priichodu. Eulerovsky priichod zagina v kofeni, projde vSemi
hranami stromu a skon&i opét v kofeni, jedna se o tzv. Eulerovu kruznici. Pro potfeby algoritmu

nahradime neorientované hrany dvojici orientovanych hran.
g -
1

o

e4 @ eb

Eulerovu kruznici reprezentujeme funkei naslednika Etour (pole néslednikt, podobné jako u
seznamu), ktera kazdé hrané piifazuje hranu, ktera nasleduje po dané hrané v Eulerovském
prichodu. Samotny strom pak muZeme reprezentovat seznamem sousednosti. Pro kazdy uzel
mame seznam sousedu, ktery obsahuje pro kazdého souseda hranu a zpétnou hranu, ktera k
danému sousedovi vede:

i i oy sl S, R
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edge rever. | next

Na zadaném grafu je mozné Eulerovu cestu vytvorit nasledujicim algoritmem. Ten funguje v

konstantnim &ase — paralelné kazdy procesor spocita jeden prvek z vystupniho pole Etour.
Etour zadané hrany se spocita nasledovné:

e pokud naslednik reverzni hrany neni nil, pak dal$im prvkem v Etour je pravée tento
naslednik

e jinak je daldim prvkem v Etour prvni hrana v seznamu sousedU cilového uzlu hrany

'/\.{
S
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Algoxithm

- constructing Euler tour

Input: adjacency list of T

output: Array Etour with 2n-2 entrles
Btour (e) is a edge following e

for . = 1 to 2n-2 do in parallel ( & = (u, v) ]
4f next (e,) <> nil then Etour(e) - next (e,
else Etour(e) = AdjilList(v) { first item of adj list of vertex v |
endif

endfor

13



el e2 e o4 o5 o6

P ed|eS|el |e2|eb| el

14
el 133 s nEXN(e6y=eS5) = nil = AdJLisH3)
4 l 6 L % next(eSg=ec6) = nil —» AdjList(4)
— fe o~ ~ — » next{odg=e2) = nil == AdjList(2)
OO0 | |
Ry N >’ —» next(e3,=el) = nil = AdjLisi(1)
el eb

- nextie2g=ed) < nib=» nexiied)

—» nextiel g=e3) <> nit—» nextied)

Zavedeni kofene

KdyZ chceme do Eulerovské cesty zavést kofen, oznacéme jej vrchol r, zkonstruujeme nejprve
Eulerovu cestu (viz algoritmus vy$e) a nasledné pfifadime pro hranu e vedouci do kofene r:
Etour(e) = e, tzn. vytvofime tam smy¢ku. Tim se z Eulerovské kruZnice stava seznam.

Vytvorime Eulerovu cestu

e Vytvofime néjaké pole hodnot d@

e Spodteme nad nim sumu suffixt | n
L]

S— fo_ Gidtio O - fondordox
Vétsina algoritmU nad stromem se fesi nasledujicim zpusobem:
ol - fmdzdﬁ)(

o
&

\ ( =
Provedeme korekci, abychom spocitali, co chceme O(a) = /“’*U'& MQQ’QDMM
- utusens Vet
Vypodet Etour je mozny v konstantnim ¢ase, inicializace pole hodnot taktéz. Suma suffix ma
logaritmickou &asovou sloZitost a korekce vysledku se typicky da provést taktéZ v konstantnim
(kazdy procesor paralelné upravi vysledek sumy suffixti pro jeden prvek). Celkova sloZitost je
tedy O(log n), cena pak zavisi od implementace SuffixSums. V pfipadé pouziti algoritmu jako
random mating dostavame cenu O(n).

Pro uréeni pozice kazdé hrany v Eulerovské cesté zkombinujeme nékolik pfedchozich
algoritmu:

1. Spocitame Etour O

2. Pfifadime Etour(e) = e pro hranu e vedouci do kofene OU)

3. Spoéitame ListRanking nad Etour o( m)

4. Paralelné spoéteme pozici jako posn(e) = 2n - 2 - Rank(e) — korekce, abychom dostali
pofadi od za¢atku namisto od konce () (AS

T/



root
el el ledled ef e

81 3 o4 | e5 e3lc2 o6 | e3

@‘ @ @ s{alo]se 21| Rank

e2 e5 Posn = 6 - RANK

F-tour

b sk .

Tento algoritmus vyuZivé vypo&et pozice hran v Eulerové cesté. Podle nich pak pozna, zda je
hrana zpétna nebo dopfedna — dopfedna hrana ma pozici mensi nez zpétna. Pokud je hrana (u,
v) dopfedna, pak ve stromu je u rodicem v.

s o e e e B R et e
Poradi preorder vrcholu ve stromé je 1 + pocet dopfednych hran, kterymi jsme prosli po cesté k
vrcholu. Pro fe$eni tohoto problému tedy pfifadime dopfednym hranam vahu 1, zpétnym
hranam vahu 0 a spoéitame nad Eulerovou cestou sumu suffixii. Nakonec provedeme korekci:

Algorithm
1} for each e do in parallel

if e 1s forward edge then weight = 1
else weight = (
endif
2) welght = SuffixSums (Etour, Weight)
3) for each e do in parallel
if e~(u, V) is forward edge then
preorder (vl = n - welght{e) + 1
endif

preorder (root) = 1 el 3
Priklad e4 | | o6
. a ——y
el e2e3edeb5eb OO0
Weight [1|o]o]1]1]0 ez e5
1 3 86 24 5 poradi v E
3j1jojzj1jo Suffix Sums
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Poget naslednik( vrcholu je roven poétu dofpednych hran v podstromu, ktery ma kofen v
daném vrcholu + 1 (aby byl zapoéitan i samotny “kofenovy” vrchol). Vypotet je opét podobny,
musime v&ak v ramci sumy suffixt ode&ist vahu (pocet dopfednych hran), ktera se nachazi
mimo soucéasny podstrom:
Algorithm - number of descendants
1) for each e do in parallel

if e is forward edge then weight =1

else weight = 0

endif
2) weight = SuffixSums (Etour, Weight)
3) for each e do in parallel
if e=(u, v) is forward edge then
desc (v) = weight (u, v) - weight(v, u)
endif

desc(root) = n

Bl L 0
Vyska vrcholu v je rozdil po¢tu zpétnych a dopfednych hran na zbytku Eulerovy cesty od
vrcholu v az do konce Eulerovy cesty. Algoritmus tedy mize pracovat takto:
Algorithm: - level of vertex
1) for each e do in parallel
if @ is forward edge then weight(e) - =1
else welghtia) = +1

end 1Lf
end for
2) weight = SuffixSums(Etour, weight)
3) for sach do in parallel
if @ - (u, v) is forward edge then level(v) = weight(e) + 1

Su
e

endif
endfor
level (roor) = 0
« 0) Spoéteni Etour Ofc)
« 1) Inicializace weight O(c)
« 2) Vypodet SuffixSums  O(log n)
+ 3) Korekce vysledku Ofc)



Kontrakce stromu

Né&které problémy nad stromem nejde efektivné paralelizovat pomoci Eulerovy cesty, napf.
pokud mame zadan aritmeticky vyraz stromem (napf. Abstraktni Syntakticky Strom) a chceme
vyhodnotit hodnotu konstantniho vyrazu, tzv. kontrakce stromu. Jednim ze zpUusobu feseni je
operace RAKE, ktera spojuje listové vrcholy s rodi¢em. Paralelné tedy aplikujeme operaci
RAKE na nékolik vrchol( a tim postupné zmensujeme hloubku stromu, aZ se dostaneme pouze
k jedinému uzlu. Problémem je, Ze nesmime aplikovat paraleiné RAKE na uzly, jejichz rodice
spolu sousedi. Pokud algoritmus implementujeme efektivné, dokéaZzeme v kazdé iteraci zmenSit
podet listl na polovinu, vysledna sloZitost kontrakce je tedy O(log n).
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Pokud v textu najdete chybu, nebudete nééemu rozumét nebo budete mit dojem, Ze by bylo
vhodné néco doplnit, kontaktujte na discordu uzivatele Fifinas.



