52. Markovské fetézce a zakladni
techniky pro jejich analyzu.

Markovské retézce

Usporadanou trojici M = (S, so, P) nazveme Markovskym fetézcem (pracujicim s diskrétnim
¢asem) DTMC, pokud
e Sje koneéna a neprazdna mnozina stavu
e 5o € S je pocatecni stav
e P:SxS <0, 1> je pfechodova matice pravdépodobnosti, kde
o Vs €S:Yes P(s,t) = 1, tedy suma ohodnoceni vsech hran vystupujicich z
libovolného stavu s sumuje do jednicky
o zobrazeni definujeme jako totalni

Pozn.: Typicky se Markovsky fetézec definuje jako ctvefice M = (S, so, P, L), kde vyznam sloZek
S, so, P odpovida definici uvedené vyse a L: S — 24P je zobrazeni anotujici stavy atomickymi
pozorovéanimi z mnozZiny AP. Anotovani stavi ma vyznam pro rozhodovéni viastnosti o téchto
modelech, pficemz dané vlastnosti jsou popsény pomoci pravdépodobnostnich logik. V ramci této
otazky se ov§em anotovéani stavii neprojevi v zadném z prezentovanych témat, je tedy pro
jednoduchost vypusténo z definice.

Markovsky fetézec je mozné znazornit

e maticové

o vyuzijeme matici P, ktera obsahuje véechny potfebné informace

matice ma rozmeéry |S| x |S|
ze zahlavi matice Ize poznat, ktery stav je po¢atecni (oznacen so)
bufika pap» matice P (bufika na fadku a, ve sloupci b) obsahuje hodnotu P(a, b)

m vdimnéme si kupfikladu fadku s, ktery sumuje do jednicky, nebot plati, Ze

116 +1/3+1/2=1
m zde musi kazdy fadek sumovat do jednicky

O O O

P So S1 S2 S3 S4

So 0 1/2 0 1721 0

S1 1/3 0 13 113 0

S2 0 16 | 13| 0 | 1/2

S3 0 0 0 12 | 1/2

S4 0 1 0 0 0

e graficky
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vyuZzijeme nakres podobny koneénym automatim
tento model oviem nebude mit Zadné koncové stavy a prechody budou
ohodnoceny realnymi &isly z intervalu <0, 1>, nikoliv libovolnymi symboly
pokud P(s, t) = 0 pro n&jaké dva stavy s, t € S, pak pfislusnou hranu vynechame
uvazujme napfiklad o nasledujicim Markovském fetézci

1/2 1/3

1/2
= viimnéme si kupfikladu stavu sz, kde

1
P(s;,t) = P(s3,51) + P(52,52) + P(s3,84) =<+ +E=1

[«
W=

tes

Markovsky fetézec je tedy stavovy stochasticky model, ktery popisuje diskrétni pfechody mezi
stavy pomoci pravdépodobnostni distribuce.

Pozn.: Misto poéateéniho stavu Ize také pfipadné definovat inicialni distribuci, tedy néjaké inicialni
zobrazenil: S — <0, 1>, kde Y.cs I(s) = 1.Vtakovém pripadé se vSechna pravdépodobnost
nemusi nutné na zacatku nachazet ve stavu so, ale mize byt jinak rozprostifené skrze Markovsky
fetézec. Zde si ale vysta¢ime s inicialnim stavem.

Definujeme nasledujici pojmy:
e vlastnost bezpamét'ovosti (memorylessness, Markovska vlastnost)
o at X je nahodna veli¢ina nad néjakym pravdépodobnostnim prostorem (Q, s, P)
o Fekneme, Ze nahodna veli¢ina X ma vlastnost bezpamétovosti, pokud plati:
mPX>s+t|X=s)=PX>0
e musi platit P(X >= s) > 0, aby tato podminéné pravdépodobnost
byla dobre definovana
m tolze ekvivalentné zapsatjako P(X > s + t) = P(X = s) - P(X > t)
o pro lepéi ilustraci uvaZujme o nasledujicim pfikladu:
m snazim se v télocviéné opakované hazet mi¢ na kos, trefim se s
pravdépodobnostni 1/10, s pravdépodobnosti 9/10 tragicky selzu
m bé&hem tohoto vykonu se Zadnym zptsobem neméni mé schopnosti, hazim
poréad stejné kvalitné
m poditam, kolik se objevilo netispésnych pokust pfed prvnim uspéchem
m prvni tfi hody byly netuspésné
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m do télocviény nahle vstoupi kamarad, ktery rovnéz zacne pocitat moje
neutspésné pokusy pred prvnim tuspéchem

m kamarad nema ponéti o tom, Ze uz jsem tikrat hodil mi¢em, proto zacina
pocitat od nuly

m nasledujici pokus je z mého pohledu ¢tvrty, z jeho pohledu prvni, avsak
nahodna veli¢ina popisujici toto snazeni ma viastnost
bezpamétovosti, tedy minulé pokusy neovlivni spéch v budoucnu

m bude tedy napfiklad platit P(X > 3 +2|X =3) = P(X > 2)

e tedy pravdépodobnost, Ze netispésnych bude vice nez pét pokust
za predpokladu, Ze jiz byly provedeny tfi ne(ispé$né pokusy, je
stejna jako pravdépodobnost, Ze nelispésné budou vice nez dva
pokusy

o P(X>5|X=3)=PX>2)

e tedy tfi jiz provedené neuspésné pokusy nemaji naprosto zadny vliv
na budouci uspéch

e polpravé P(X > 5) = P(X =23) -P(X > 2)

o pouzili jsme vzorec pro podminénou pravdépodobnost
1-F(©5)=(@0-F@2) Q-=F@2)
o upravili jsme do podoby P(X > 5) = P(X>2) -P(X >

2), abychom mohli pouZzit distribucni funkci

5+1 2+1 2+1
(-3 =09 (-3
o jde o distribuéni funkci geometrického rozdéleni
pravdépodobnosti
m Markovské fetézce maji vliastnost bezpamét'ovosti, tedy tuto situaci by
bylo mozné namodelovat pomoci nize uvedeného Markovského fetézce
e Ize snadno nahlédnout, Ze po nelusp&Sném hodu zlustaneme ve
stejném stavu, aniz bychom si tento konkrétni nedspéch jakkoliv
pamatovali

9/10 1

o geometrické rozdéleni pravdépodobnosti je jediné diskrétni rozdéleni
pravdépodobnosti s vlastnosti bezpamétovosti
o exponencialni rozdéleni pravdépodobnosti je jediné spojité rozdéleni
pravdépodobnosti s vlastnosti bezpamétovosti
cesta v Markovském retézci
o at M= (S, so, P)je Markovsky fetézec
o posloupnost stavil ses1s2... nazveme cestou v Markovském fetézci M, pokud

m VkeN:P(sk Sk1) >0

m tedy cesta zagina v pocate¢nim stavu a pokracuje zpUsobem, ktery
povoluji existujici hrany



o cesta mGze byt kone¢na, nebo nekonecna
o méjme Markovsky fetézec vyobrazeny nize
m posloupnost sos1S25284 je cesta v tomto Markovském fetézci
m posloupnost sos1838284 neni cesta v tomto Markovském Fetézci
e neni zde pfechod ze stavu s3 do stavu s, tedy P(ss, s2) = 0
112 1/3
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pravdépodobnost cesty v Markovském retézci Pr
o konecné cesty
m pro koneénou cestu s¢s182...8y plati
o Pr(sosisz...sn) = 1725 P(si Si+1)
e nasobime pravdépodobnosti hran na této cesté
m pro konecénou cestu sy plati
e Pr(so) =1
m uvazujme o nasledujicim Markovském fetézci
1/2 1/3

1/2

e méjme kone€nou cestu $081525284

e jeji pravd&podobnost &ini Pr(ses1s25284) = P(o, 1) * P(s1, 82) * P(s2,
s2) ' P(s2,84)=1/2+1/3-1/3 - 1/2=1/36

o nekonec¢né cesty
m pokud ma nekone&na cesta s¢s1S2... nekonecnou pfiponu siSk+1Sks2..., kde
plati, ze Vi € N : i >= k = P(sj, sit1) = 1, pak

o Pr(sosisz...)= Iz P(sisiv1)

e tedy najdeme produkt pouze  konecného mnozstvi
pravdépodobnosti, pokud vSechny nasledujici hrany maji
pravdépodobnost 1

o~



m jinak Pr(sos1s2...)=0

Tranzientni analyza Markovskych fetézcu

Na Markovské fetézce Ize rovnéz nahlizet jako na nekoneéné posloupnosti diskrétnich
nahodnych veli¢in. At Xo, Xi, Xz.. jsou diskrétni nahodne veliciny nad néjakymi
pravdépodobnostnimi prostory (Qu, St, Py), tedy at pro kazdé t € Xi plati, Ze X je diskrétni nahodna
veligina nad néjakym pravdépodobnostnim prostorem (Q, St, Pt).

Nahodna velicina X1 bude popisovat chovani Markovského fetézce v diskrétnim Case t+1.
Pomoci nahodné veliginy X1 jsme schopni popsat pravdépodobnost, Ze se Markovsky fetézec
bude v &ase t+1 nachazet v néjakém stavu s za pfedpokladu, Ze se v Case ¢ nachazel ve stavu
s, tedy diky vlastnosti bezpamétovosti se nezabyvame tim, ve kterych stavech se Markovsky
fetézec nachazel v minulosti.

P(Xey1 = Sesr | Xt = So.Xp-1 = Se-1,, X0 = s0) = P(Xes1 = Seq1 | Xe = St)

Pozn.: Tento vztah plati, pokud jsou jednotlivé slozky podminéné pravdépodobnosti dobre
definované, zde nenulové.

At M = (S, so, P) je Markovsky fetézec. Uvazujme o nahodnych veli¢inach definovanych vyse.
Definujeme tranzientni pravdépodobnost pro Markovsky fetézec M jako zobrazenit: N x S —
<0, 1> (pséno ty(s)), kde:

ta(s) =P(Xp = s|Xo = So),
tedy jako pravdépodobnost, Ze se v diskrétnim ¢ase n Markovsky fetézec nachazi ve stavu s
za predpokladu, Ze v ase 0 byl ve stavu sy (coz je nase inicialni podminka).

Tuto pravdépodobnost Ize urcit pomoci enumerace vsech cest délky n v Markovském fetézci,
nebo Ize vyuzit dopfednou propagaci pravdépodobnosti pomoci vzorcu:
to(sg) = 1
to(s) = O,S * So

ta(s) = Z th-1(v) *P(v,s),n > 0
VES

Vychazime tedy z inicialni pravdépodobnosti stavu so, coZ je tranzientni pravdépodobnost v ¢ase
0. Postupné poditame tranzientni pravdépodobnosti v ¢asech 1, 2, ..., dokud nedospéjeme do
¢asu n, pficemz vyuzivame vysledky z pfedchozi casové jednotky.

Symbolem T, znaéme vektor tranzientnich pravdépodobnosti vsech stav(l v ¢ase n (vektor o délce
|S|). Mame-li k dispozici vektor Ty, Ize vypocitat vektor Tj.1 za pouZiti pfechodové matice. To Ize
vyjadfit jako nasobeni vektoru s matici P:

Th4y1 =Ty + P
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Tranzientni pravdépodobnosti v ¢ase n Ize tedy vypocitat pomoci opakovaného umocrfovani
matice P nasledovné:
Tn - TO 8 Pn

Tento vypodet tedy Ize realizovat v €ase O(|S|* - n + |S[?). Vyuzijeme-li pfi umocfiovani vhodné
asociativitu nasobeni matic, Ize dosahnout &asu O(|S|* - log(n) + |S[?).

Priklad.
Uvazujme o nasledujicim Markovském fetézci:
1/2 1/3

1/2

Provedme tranzientni analyzu. Zkusme najit hodnoty t(s) pro véechny stavy, tedy najdéme
vektor Ta.

stav So S1 S2 S3 S4

To 1 0 0 0 0

Inicialni distribuce, jisté se nachazime ve vychozim stavu so.

stav So Sq S2 S3 Sa

Ti 0 1/2 0 1/2 0

Zde pocitame:
e ti(so) = to(so) * P(so, So0) *+ to(s1) + P(s1, So) + to(s2) ° P(s2, So) + to(sa) - P(s3, So) + to(so) *
P(s4, So) =

1-040:13+0:-0+0:0+0:0=0

o ti(s1) = to(So) * P(S0, $1) * to(s1) * P(s1, $1) + to(s2) - P(s2, 81) + to(S3) * P(s3, s1) + to(So) °
P(s4, S1) -
1-12+0:-0+0-16+0-0+0-1=1/2

o ti(s2) = to(So) * P(so, S2) + to(s1) - P(s1, 82) + to(s2) - P(s2, 82) + to(ss) © P(s3, S2) + to(So) °
P(s4, S2) =
1-0+0-1/2+0-12+0-0+0:-0=0

o ti(s3) = to(So) * P(S0, S3) + to(s1) * P(s1, S3) + to(S2) - P(S2, 83) + to(s3) * P(s3, s3) + to(so)
P(S4, Ss) =
1-12+0:-0+0-13+0-1/3+0-0=1/2
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e ti(sa) = to(S0) * P(so, S4) + to(s1) * P(s1, 84) + to(s2) * P(s2, s4) *+ to(sa) © P(ss, s4) *+ to(so) *
P(sa, S4) =
1:0+0:-0+0:-12+0-12+0-0=0

Dal&i iterace probéhnou obdobné.

stav So Sq S2 S3 Sa
T2 1/6 0 1/6 5/12 1/4
Ts 0 13/36 118 7124 7124

Ts | 13/108 | 65/216 | 5/36 | 115/432 | 25/144

Spoéitali jsme vektor Ts, tedy pravdépodobnosti, Ze v ¢ase 4 budeme v jednotlivych stavech
Markovského retézce.

Pokud bychom tuto skute&nost poéitali maticové, postupovali bychom nasledovné:
Ty =ToP-P-P-P
Ty =To (P P) (PP
Ty = T - (P? - P?)
Ty = Tp - P*

Tedy s vyuZitim asociativity maticového nasobeni stai pocitat generace P?, P* a znovu piitom
pouzit mezivysledky z predchozich iteraci.

P So Sq S2 S3 S4

So 0 12| 0 [12] 0

S1 1/3 0 113 113 0

S2 0 16 [ 13| 0 | 172

S3 0 0 0 172 | 1/2

S4 0 1 0 0 0

P? So S Sz S3 S4

So 1/6 0 1/6 | 5/12 | 1/4

S1 0 29 |19 | 13 | 13

s; | 118 | 59 | 1/6 | 1/18 | 1/6

S3 0 1/2 0 174 | 1/4

S4 1/3 0 13 | 1/3 0
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P* So S1 sz S3 S4
so | 13/108 | 65/216 5/36 115/432 | 25/144
s1 | 19/162 5/18 25/162 | 89/324 | 19/108
S2 2127 79/324 | 25/162 | 31/108 | 13/54
S3 112 17172 5/36 5/16 11/48
Sa 2/27 19/54 1/9 13/54 2/9

Vsimnéme si, ze T4 = To - P* je vlastné pouze projekci prvniho fadku matice P*. Matice P" tedy
pro kazdy svij fadek s fika, jaka je pravdépodobnost, Ze po provedeni n kroktl se budeme
nachazet ve stavu daném konkrétnim sloupcem za predpokladu, Ze pravé si byl inicialni stav.

Neohrani¢ena dosazitelnost

At M = (S, so, P) je Markovsky fetézec. Déle at T < S je mnozina stavii Markovského fetézce M
(mnozina cilovych stav(l). Upravme zobrazeni P tak, Ze P(s, s) = 1, pokud s € T, tedy stavy z
mnoziny stavil T jsou nové absorbujici. RovnéZ uvazujme o mnoziné N < S stavu Markovského
Fetézce M, ktera obsahuje stavy, z nichZ neni moZné dosahnout Zadny stav z mnozZiny T.

Pozn.: Mnozinu N Ize zkonstruovat pomoci prohledavani do $ifky/do hloubky grafu, ktery
odpovidé Markovskému fetézci M. To se nam povede v ¢ase linearnim vzhledem k velikosti
reprezentace tohoto grafu.

Zobrazeni x : S -»<0, 1> je neohraniéena dosazitelnost mnoziny T, pokud

e seT=x(s)=1

o mnozina T je trivialné dosazitelna z prvku z mnoziny T

e seN=x(s)=0

o mnozina T je trivialné nedosaZzitelna z prvku z mnoziny N
P(s,u) - x(u)

@ SGS\(TUN)3X(S)=ZIIES

o tedy uvaZujeme o vech stavech u, které jsou jednokrokové dosaZitelné z s
o pravdépodobnost tohoto pfechodu pronasobime neohrani¢enou dosaZitelnosti
mnoziny T ze stavu u

Timto zplsobem vytvofime soustavu |[S| linearnich rovnic, jde tedy o zpétnou propagaci

pravdépodobnosti.



P¥iklad. M&jme dvé karty se stejnym rubovym znacenim (rub [revers] je ta ¢ast karty, na niz neni
poznat hodnota karty, ¢ast s hodnotou je lic [avers]). Prvni z karet je eso, zatimco druha je Spatné
vytisténa, tedy i na licové strané ma stejny obrazek jako na rubové (ma rub z obou stran). Jedna
z karet je nahodné vytazena z vacku a poloZena na stul tak, Ze neni vidét jeji spodni strana.
Pokud je na viditelné strané karty symbol esa (vylosovéna byla prvni karta a byla poloZena licem
vzhiru), je karta vracena do balitku a pokus se opakuje. Pokud na viditelné strané karty neni
symbol esa, karta je ototena. Pokud se po otogeni ukaze, Ze bylo vylosovano eso, vyhravam,
jinak vyhrava soupef. Jaka je pravdépodobnost, Ze ve hfe zvitézim? Je hra spravedliva?

7T

Pokus za&ina ve stavu so. Bud vylosujeme $patné vytisténou kartu (stav s1) nebo eso (stav sz).
Pokud je na stole eso poloZené licem vzhUru, vracime se do stavu so (opakujeme pokus novym
losovanim karty). Jinak kartu oto¢ime a odhalime vysledek (stav Ria R: - bylo odhaleno, Ze
vybrana karta je $patné vyti§téna, stav A - bylo odhaleno, Ze karta je eso).

Chceme zjistit, jaka je pravdépodobnost mé vyhry, tedy po¢itame neohrani¢enou dosazitelnost
stavu A ze stavu so, coZ znaéi mou vyhru. Proto T = {A} je mnozZina cili. Konstruujeme dale
mnozinu N = {Sy, Ry, Rz}, tedy mnozinu stavli, z nichZ neni mozné dosahnout Zadny stav v T.
Sestavime rovnice:

x(4) = 1
x(sy) = 0
x(Ry) =0
x(Ry) = 0

x(s;) = P(sz,A) - x(A) + P(sz,50) - x(so)
x(sg) = P(so,51) *x(sq) + P(sg,82) + x(s2)

Dosazujeme:



1 1
x(s) = 5 + 5 +x(s0)
1
x(s0) = 5 - x(s2)
Déle dosadime x(sz) do druhé rovnice:
1 1 1
x(sq) = 5 ' (—2° + E x(50)>
1 1
x(sp) = 271 + x(8o)
3 1
7 *¥G0) =7
x(sg) = 3

Pravdépodobnost, Zze bude v libovolném (neomezeném) poctu krokt dosaZen stav A, odpovida
1/3. Pravdépodobnost mé vyhry tedy &ini pouze 1/3. Spravedlivost je subjektivni koncept, ovsem
dle véeobecné uznavanych méfitek bychom fekli, Ze hra spravedliva neni.

Analyza ustaleného stavu

Definujeme nasledujici pojmy:
e silné souvisla komponenta grafu
o at G=(V, E)je orientovany graf
o silné souvisla komponenta (SCC) grafu G je takova mnoZina vrcholt U < V, kde
m Vu,veU:uE"

e tedy kazdé dva uzly z mnoziny U jsou v G vzajemné dosazitelné
m U je S-maximalni takova mnozina
e tedy neexistuje vlastni nadmnozina U spliujici podminku o
vzajemné dosazitelnosti véech uzll
o kazdy uzel grafu vZdy lezi pravé v jedné silné souvislé komponenté grafu, tedy Ize
m vytvofit rozklad mnoziny uzl( V na silné souvislé komponenty grafu
m definovat relaci ekvivalence lezi ve stejné silné souvislé komponenté na
mnoziné uzlu
o zadné dvé silné souvislé komponenty v grafu nejsou nikdy vzajemné dosazitelné
o uvazujme o niZe vyobrazeném orientovaném grafu



0 s

m graf obsahuje silné souvislé komponenty {1, 4, 6}, {2, 3}, {5, 7, 8}

véimnéme si napfiklad, Ze véechny uzly v mnoziné {5, 7, 8} jsou
vzajemné dosazitelné

véimnéme si, ze soucasné vsechny uzly v mnoziné {5, 8} jsou
vzajemné dosazitelné, ovéem mnozina {5, 8} neni silné souvislou
komponentou, protoZze neni maximalni mnozZinou spliujici
podminku vzajemné dosazitelnosti, nebot {5, 8} < {5, 7, 8}

e spodni silné souvisla komponenta grafu

at G = (V, E) je orientovany graf

at U € V je jeho silné souvisla komponenta

feknéme, ze U je spodni silné souvisla komponenta (BSCC) pokud

m YueU:VYveV\U:"(uE*)

(o]

(e}

O

tedy z vrcholl v silné souvislé komponenté U neni dosaZitelny
Zadny vrchol, ktery lezi mimo tuto silné souvislou komponentu
pokud pomoci pfechodu v grafu dospéjeme do této silné souvislé
komponenty, jiZ neexistuje mozZnost, jak ji opustit, jsme v pasti

v kazdém orientovaném grafu musi vZdy existovat alespoii jedna spodni silné
souvisla komponenta
m pokud je v grafu jedina silné souvisla komponenta, je trivialné spodni
m pokud je v grafu vice silné souvislych komponent, alespon jedna musi byt
spodni, jinak by musely byt nékteré silné souvislé komponenty vzajemné
dosazitelné, coz je spor
spodni silné souvislé komponenty mohou byt klidné vSechny silné souvislé
komponenty grafu
m napf. u grafu bez jakychkoliv hran
uvazujme o nize vyobrazeném orientovaném grafu
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m tento graf ma jedinou spodni silné souvislou komponentu {2, 3}
m z této silné souvislé komponenty neni mozné dosahnout Zadny uzel, ktery
neni soucasti této silné souvislé komponenty
m z ostatnich silné souvislych komponent {1, 4, 6}, {5, 7, 8} jsou dosazitelne
uzly 2, 3, které v nich nelezi, tedy tyto silné souvislé komponenty nejsou
spodni
o v Markovskych fetézcich bude v kazdém nekone¢ném béhu s pravdépodobnosti
1 nékdy dosaZena néjaka spodni silné souvisla komponenta
e ireducibilni Markovsky retézec
o at M= (S, so, P)je Markovsky retézec
o Markovsky fetézec je ireducibilni, pokud cela mnozina S je jedinou silné souvislou
komponentou tohoto Markovského fetézce
o uvazujme o nasledujicim Markovskem fetézci
1/2 1/3

12

m vSechny stavy v ném jsou vzajemné dosazitelné, tedy tvofi jedinou silné
souvislou komponentu
m Markovsky fetézec na obrazku je tedy ireducibilni
e tranzientni stav Markovského fetézce
o at' M= (S, so, P)je Markovsky fetézec
o stav s € S tohoto Markovského fetézce nazveme tranzientnim stavem, pokud
plati (nasledujici podminky jsou ekvivalentni):

m pokud by v M byl stav s inicialni, paklgrgotn(s) =0

e tedy pravdépodobnost, Ze se “v nekone¢nu” budeme nachazet ve
stavu s, je nulova
e stav s bude navstiven nejvyse konecné mnohokrat
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m s leZi v nékteré silné souvislé komponenté Markovského fetézce M, ktera
neni spodni
o pfi posuzovani, zda je stav s tranzientni, je skutecné tfeba se zamyslet nad jeho
chovéanim v pripadé, Ze by byl inicialni
o mobhlo by se totiz stat, Ze existuje stav, ktery neni z so vubec dosaZitelny, ale presto
je soucésti spodni silné souvislé komponenty, takZe tranzientni byt nemuZze,
ackoliv by platilo rf% ta(s) = 0, nebot nikdy neni z so dosaZzen

o uvazujme o nasledujicim Markovském fetézci

m stavy so, S3, S4, Ss, Ss, S7 jSOu zde tranzientni, nebot leZi mimo spodni silné
souvislé komponenty
m pravdépodobnost, Ze se v téchto stavech budeme nachazet v nekonecnu,
je nulova
m “v nekoneénu z tohoto stavu odtece veskera pravdépodobnost”
e rekurentni stav Markovského retézce
o at M= (S, so, P)je Markovsky fetézec
o stav s € S tohoto Markovského fetézce nazveme rekurentnim stavem, pokud
(nasledujici podminky jsou ekvivalentni):
m pokud by v M byl stav s inicialni, paknli_@tn(s) >0

e tedy pravdépodobnost, Ze se “v nekone¢nu” budeme nachazet ve
stavu s, je urcité nenulova
e stav mlZe byt navstiven nekonecné mnohokrat
m slezi v nékteré spodni silné souvislé komponenté Markovského fetézce M
o opét si uvédomme, Ze stav s teoreticky nemusi byt dosazitelny z inicialniho stavu,
tedy by platilo r{t_@ to(s) = 0, ovSem to jesté neznamena, Ze neni rekurentni,

protoZe podminku s limitou vyhodnocujeme pro pfipad, Ze by stav s inicialni byl
o uvazujme o nasledujicim Markovském fetézci

%
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1/2 1/3

stavy s1, S2 jsou zde rekurentni, nebot lezi ve spodni silné souvislé
komponenté

pravdépodobnost, Ze se v téchto stavech budeme nachéazet v nekonecnu,
je nenulova

“ani v nekoneénu z tohoto stavu neodtece veskera pravdépodobnost”

e periodicky stav Markovského fetézce

(o}

o

(e}

(o]

at M =

(S, so, P) je Markovsky fetézec

stav s € S je periodicky, pokud NSD{n € 1" | P"(s, s) > 0} > 1

P" je zde mocnina matice P, NSD(.) je nejvétsi spolecny délitel vSech Cisel v dané
mnoZziné
to Ize vysvétlit nasledovné:

feknéme, Ze bych stav s povaZoval za inicialni v M a zaéal bych provadét
tranzientni analyzu

zaznamenaval bych si &islo kazdého kroku, v némz byla pravdépodobnost
stavu s nenulova

takto bych vytvoril posloupnost véech diskrétnich ¢asovych okamziku, v
nichZ existuje kladna pravdépodobnost, Ze se nachazime ve stavu s

nyni bych nasel nejvétsi spole¢ny délitel celé této posloupnosti

pokud by byl vy$8i nez 1, pak pro libovolnou cestu v Markovském fetézci
plati, Ze stav s se na této cesté indexované od nuly muZe nachazet pouze
na nasobcich tohoto nejvétsiho spoleéného délitele, nikdy ne mimo

pokud by se rovnal 1, pak vzdy pro kazdé pfirozené ¢islo n najdu v tomto
Markovském Fetézci takovou cestu, Ze se na ni stav s vyskytuje na pozici,
ktera neni nasobkem n

uvazujme o nasledujicim Markovském fetézci vyobrazeném nize

1/2 1

stanovme sp =0



m veskeré cesty v tomto Markovském fetézci budou zfejmé& odpovidat
fetézcam typu
012(012 + 342)*

zda se, Zze na vSech cestach bude stav 0 vZdy na pozicich
odpovidajicich nasobku ¢&isla 3, nikdy jinde
napf. mame cesty
o 012012012012012012012...
m stav 0 je zde na pozicich 0, 3, 6, 9, 12, 15, 18,...
o 012342342012342012342...
m stav 0 je zde na pozicich 0, 9, 15,...
o 012012342342342342012...
m stav O je zde na pozicich 0, 3, 18,...
at se tedy vydavam jakoukoliv cestou, nikdy se mi nestane, Ze by
stav 0 byl na této cesté na pozici, jejiz index neni délitelny tremi
toto samozrejmé bude platit jen tehdy, pokud se na stav, jehoz
periodicitu zkoumame, divame jako na inicialni stav

m zkusme provést transientni analyzu pro nékolik prvnich krokii

stav 0 1 2 3 4
To 1 0 0 0 0
Ty 0 1 0 0 0
T2 0 0 1 0 0
Ta 1/2 0 0 1/2 0
Ta 0 1/2 0 0 1/2
Ts 0 0 1 0 0
Ts 1/2 0 0 1/2 0
T7 0 1/2 0 0 1/2
Ts 0 0 1 0 0

m vektory pravdépodobnosti se od T> dale periodicky opakuiji s periodou 3

tento Markovsky fetézec v Gase nespéje k Zadnému ustalenému
stavu



m stav 0 je vtomto Markovském fetézci periodicky
e plati totiz NSD{n € N* | P"(0, 0) > 0} = NSD{0, 3, 6,9, 12, 15, ...} =
3>1

e aperiodicky stav Markovského retézce
o at'M= (S, so, P) je Markovsky fetézec

o stavs e S je aperiodicky, pokud NSD{n € N* | P"(s, s) > 0} = 1

stav je aperiodicky pravé tehdy, pokud neni periodicky
o uvazujme o nasledujicim Markovském fetézci vyobrazeném nize

m stanovme sp =0
m zfejmé pro kazdé pfirozené &islo n najdeme cestu takovou, Ze stav 0 bude
na této cesté pravé na pozici n
m stav 0 je tedy aperiodicky
o v8imnéme si, Ze pokud nad stavem s existuje smycka s nenulovou
pravdépodobnosti, pak tento stav nikdy nemuze byt periodicky, nebot'P'(s, s) > 0,
tedy vyhodnocujeme NSD pro mnozinu obsahujici i ¢islo 1, coZ si jako nejvétsi
spolecny délitel vynuti pravé ¢islo 1
e periodicky Markovsky retézec
o at M= (S, s, P)je Markovsky fetézec
o Markovsky fetézec M je periodicky, pokud alespor jeden jeho stav je periodicky
e aperiodicky Markovsky retézec
o at M= (S, so, P)je Markovsky fetézec
o Markovsky fetézec M je aperiodicky, pokud jsou véechny jeho stavy aperiodické

At M = (S, so, P) je Markovsky fetézec. Pfi analyze ustaleného stavu (steady-state) zkoumame,
jakym zplisobem se ustéli pravdépodobnosti jednotlivych stavt v limitnim pfipadé. Ustaleny stav
by se tedy dal chapat jako vektor T, tedy vektor hodnot t.(s) = nlingo t,(s) pro s € S. Pribéh

takové analyzy zavisi na typu daného Markovského fetézce.
e analyza ustaleného stavu periodickych Markovskych fetézc



o jak jsme vidéli vySe, u periodickych Markovskych fetézci nemusi ustaleny stav
vubec existovat

77N\ /""‘\
{ 1 { 3 )

S

1 1 12 1

L0 )4—‘-/2—— 2 (—1'( 4)
| 1 )

o vidéli jsme, Ze vektory T; se stale opakovaly, tedy limitni vektor T,, neexistoval

o nebudeme dale Fesit & &4
analyza ustaleného stavu neperiodickych (aperiodickych) ireducibilnich
Markovskych fetézcu
at M = (S, so, P) je Markovsky fetézec, ktery je neperiodicky a ireducibilni
takovy Markovsky fetézec tedy tvofi jedinou silné souvislou komponentu
ustaleny stav v ném nijak nezavisi na tom, ktery stav je inicialni
Ize Fesit pomoci soustavy balanénich rovnic a normaliza&ni rovnice

B to(S) = Xpes P(,5) + tu(v)

e balancni rovnice

(o]

O O O

e timto zplusobem je sestaveno |S| rovnic, kde t.(s) pro stavy s jsou

jednotlivé neznamé

e rovnice vyjadfuje, Ze pravdépodobnost stavu s v nekone&nu zavisi
na pravdépodobnosti ostatnich stavi v nekoneénu a na
pravdépodobnostech, Ze stav s bude 2z ostatnich stavl
jednokrokové dosazen

e vyjadfujeme tim, “kolik pravdépodobnosti mize v nekoneénu do
stavu s vtéct”

B Yies tw() =1

e normalizacni rovnice, ktera vyjadiuje, Ze i v ustaleném stavu musi
byt pravdépodobnost v Markovském fetézci rozprostiena
ocekavatelnym zpusobem respektujicim axiomatickou definici
pravdépodobnosti

e ostatni rovnice jsou na sobé linearné zavislé, tedy bez této rovnice
typicky neni mozZné naijit pravé jedno feseni soustavy

o uvazujme o niZe vyobrazeném Markovském fetézci

1/3 1/3

i oo

2/3 2/3 1/2

m vypocitejme jeho ustaleny stav
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m sestavime nasledujici soustavu rovnic:
e t.(S0)=2/3 - t.(so0) + 2/3 - t.(s1)

o t.(s1)=1/3 - t.(so) + 1/2 - t.(s2)
e t.(s2)=1/3 - t.(s1) + 1/2 - t.(s2)
e t.(so) + t.(s1) +t(s2) =1

m soustava ma jediné feseni [t.(so), t.(s1), t.(s2)] = [6/11, 3/11, 2/11]

analyza ustaleného stavu obecnych neperiodickych Markovskych fetézc

O
O
&)

takove Markovskeé fetézce nemusi byt sloZeny z jediné silné souvislé komponenty
tentokrat se mohou vysledky lisil v zavislosti na inicidlnim stavu
pfi analyze ustaleného stavu je nejprve nutné rozlisit jednotlivé silné souvislé
komponenty a detekovat spodni silné souvislé komponenty, tedy rozlisit
tranzientni a rekurentni stavy
v ustaleném stavu bude pravdépodobnost tranzientnich stavii vzdy nulova
m  ztranzientnich stavi v nekoneénu vzdy veskera pravdépodobnost odtede
m tak to dopadne vZdy, a to nehledé na to, ktery stav byl v daném
Markovském fetézci inicialni
pokud je néktery rekurentni stav nedosazitelny z inicidlniho stavu, v
ustaleném stavu bude jeho pravdépodobnost nulova
pokud je néktery rekurentni stav dosazitelny z inicidlniho stavu, jeho
pravdépodobnost v ustaleném stavu bude nenulova
m stav je soucasti spodni silné souvislé komponenty, do niz “vtee néjaka
pravdépodobnost” a uz ji nikdy neopusti
pro kazdou spodni silné souvislou komponentu provedeme analyzu neohrani¢ené
dosazitelnosti této komponenty
pro kazdou spodni silné souvislou komponentu provedeme analyzu ustaleného
stavu, pficemz se na tuto komponentu divame jako na samostatny aperiodicky
ireducibilni Markovsky fetézec
zjisténe pravdépodobnosti ustaleného stavu spodnich silné souvislych komponent
pronasobime pravdépodobnosti, Ze bude tato komponenta dosazena z inicialniho
stavu
méjme nize zobrazeny Markovsky fetézec



m v Markovském fetézci jsou jiz vyznateny jednotlivé silné souvislé
komponenty
e (s} je spodni silné souvisla komponenta
® {so, s1} neni spodni silné souvisla komponenta
e {s3, s4} je spodni silné souvisla komponenta
m provedme nyni analyzu ustaleného stavu spodnich silné souvislych
komponent
e uvazujme o komponenté {s;} jako o samostatném Markovském
fetézci
o t.(sz) = t.(s2)
o tusz)=1
oz dvou vySe uvedenych rovnic plyne t.(sz) = 1
e uvazujme o komponenté {ss, s} jako 0 samostatném Markovském
fetézci

o t.(ss)=2/3 - t.(sa4)
o tu(s4) = t.(s3) + 1/3 - t.(s4)
0 tu(s3) + t.(s4) = 1

© soustava ma jediné feSeni [t.(s3), t.(s4)] = [2/5, 3/5]
m analyzujme neohrani¢enou dosazitelnost komponenty {s;}

o T={s3}

e N ={s3, s4}

o Xx(s2)=1

o X(s3)=x(ss4)=0

® X(so) = P(so, 83) * X(s3) + P(s0, 81) * X(s1)

e X(s1)=P(s1, So) X(so) + P(s1, $1) * X(s1) + P(s1, 82) * X(s2) + P(s1, s4)

* X(S4)
e zde bychom dospéli k hodnoté x(so) = 1/5
m analyzujme neohranienou dosazitelnost komponenty (s, sa}
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T = {s3, s4}
N = {s2}
x(s2) =0
X(s3) = x(s4) = 1
X(s0) = P(so, S3) * X(s3) + P(s0, $1) * X(S1)
X(s1) = P(s1, So0) * X(S0) + P(s1, 81) * X(81) + P(s1, S2) * X(82) + P(s1, S4)
* X(s4)
e zde bychom dospéli k hodnoté x(so) = 4/5
o Jje zfejmé, Ze neohranicena dosazitelnost vSech spodnich
silné souvislych komponent musi sumovat do jednicky, 1/6
+4/5=1
m ustaleny stav Markovského fetézce tedy odpovida vektoru T., ktery lze
vyjadrit jako
[t(so), te(s1), to(s2), to(s3), t(sa)] = [0, O, 1/5 - 1, 4/5 - 2/5, 4/5 - 3/5] =
[0, 0, 1/5, 8/25, 12/25]

Analyza oCekavaného poctu kroku
At M = (S, so, P) je Markovsky fetézec, T € S je mnoZina stavl. Upravme zobrazeni P tak, Ze
P(s, s) = 1, pokud s € T, tedy stavy z mnoziny stavli T jsou nové absorbujici. O¢ekavany pocet
kroktl k dosazeni nékterého ze stavli z mnoziny T ze stavu s popisuje zobrazeni e : S - R U {«}
definované nasledovné:

e seT=e(s)=0

o pokud je stav s z mnoziny T, neni tfeba z néj vykonat Zadny krok, abychom se v
mnoziné T ocitli
o seS\T=e(s)=1+ Y,es P(s,v) - e(v)

o pokud stav s neni z mnoziny T, pficitame 1 ke kazdému vykonanému kroku,
pficemz zpétné propagujeme ocekavany pocet kroku z dal$ich stavtl

Priklad. Uvazujme o hie se dvéma kartami popsané v sekci o neohrani¢ené dosazitelnosti.
Spoctéme ocekavany pocet ukonu nutnych k dokonéeni hry (mezi Ukony pocitame vylosovani
karty, vraceni karty, oto¢eni karty).

Situaci modelujeme pomoci Markovského retézce:

Ly



Mé&jme mnozinu T = {R4, Rz, A}. Zavedeme rovnice:

e(Rl) =0
e(Rz) =0
e(d) =0

e(sy) = 1 + P(sy,R;) - e(Ry) + P(sy,Ry) - e(Ry)
e(sy) = 1 + P(sy,A) - e(A) + P(s3,50) * e(sp)
e(sg) = 1 + P(sq,51) * e(sy) + P(sq,52) - e(sz)

Vysledkem je vektor [e(so), e(s1), (sz2), €(R1), e(Rz2), e(A)] = [8/3, 1, 7/3, 0, 0 ,0]. Pro ukon&eni hry
bude tfreba provést primérné 8/3 tkonu.

Pokud v textu najdete chybu, nebudete nécemu rozumét nebo budete mit dojem, Ze by bylo
vhodné néco doplnit, kontaktujte na discordu uzivatele kocotom.



