65. Zasobnikové automaty (jazyky

wuny

prijimane ZA, varianty ZA).

Zasobnikovy automat

(Nedeterministicky) zasobnikovy automat je sedmice A = (Q, Z, I', 8, so, Zo, F), kde:

Q je kone¢nd, neprazdna mnozina stavu

% je abeceda (kone¢na, neprazdna mnozina symboll)

I" je zasobnikova abeceda (kone¢na, neprazdna mnozina zasobnikovych symbolt)
0:Qx (ZTu{e}) xI — 29T (v hornim indexu je Q x [*) je pfechodova funkce

So € Q je pocatecni stav

Zy € T je startujici symbol zasobniku

F < Q je mnozina koncovych stavu

Zapisem Q x (Z U {€}) x [ — 229%™ rozumime zobrazeni z mnoziny Q x (Z U {€}) x ' do mnozZiny
229%™ Mnozina Q x (Z U {€}) x [ obsahuje trojice (q, a, z), kde g je néjaky stav, a je symbol
abecedy, nebo epsilon, z je zasobnikovy symbol. 229%™ je mnozina mnozin obsahujicich prvky
(r, v), kde r je néjaky stav a y je fetézec zasobnikovych symboll. Zobrazeni 6 nam tedy fika, co
je mozné provést za predpokladu, ze (r, y) € 6(q, a, z), tedy pokud se nachazime v néjakém
stavu q, pokud precteme a ze vstupu a pokud sou¢asné odebereme z ze zasobniku, je mozné
prejit do stavu r a na zasobnik vloZit fetézec y. V nasledujicim textu budeme uvazovat o tom, ze
pfi vliozeni fetézce y na zasobnik odpovida novému vrcholu zasobniku nejlevéjsi symbol v y.

Pozn.: VSimnéme si, Ze v ramci provedeni kaZzdého pfechodu je nutné pfecist pravé jeden
symbol ze zasobniku. Pokud Zadny symbol precist nechceme (libilo by se nam, kdyby po
provedeni pfechodu zistal zasobnik nezménén), pfesto musime souéasny vrchol zasobniku
odstranit. Je vS§ak mozné jej v ramci pfechodu ihned na zasobnik vrétit, takZze se se zasobnikem
efektivné nestane nic.

Pozn.: Pfechodovou funkci je mozné chapat i tak, Ze je vzdy totalni (je definovana pro kazdy
mozny stav, symbol abecedy (nebo €) a zasobnikovy symbol), ovSem v nékterych pripadech
muze vstup zobrazovat na prazdnou mnoZzinu @, coZ znamena, Ze z daného stavu s danym
symbolem a s danym zasobnikovym symbolem nevede pfechod do Zadného stavu.

Zasobnikovy automat znazorfiujeme jako orientovany graf s ohodnocenim hran fetézci ve tvaru
a, z/y, kde a € Z U {&} oznac€uje symbol ¢teny ze vstupu, z € I' oznacuje symbol odebirany ze
zasobniku

a y € ' oznacuje fetézec zasobnikovych symboll vkladanych na zasobnik. Zdvojeny obvod
uzlu oznacuje koncovy stav, Sipka vedouci do stavu odnikud oznacuje pocate€ni stav.
Startujicim symbolem zasobniku typicky popisujeme vstupni hranu po¢atecniho stavu.



V nize uvedeném pfipadé A = ({so, q, f}, {a, b}, {a, b, Z}, 8, so, Zo, {f}), neboli

o Q={so,q,f}
e 2 ={a, b}
e ={a, b, Z}
e O:
o O(so, €, Z) ={(f, 2)}
o 9(so, a, Z) ={(so, aZ)}
o 9(so, a, a) = {(so, aa)}
o d(so, b,a)={(q, &)}
o d(q, b, a)={(q, )}
o d(q,¢ Z)={(f, €)}
Zo =7
F={f}

a,Z/aZ
a,a/aa

AtA=(Q, 2, T, d, so, Zo, F) je zdsobnikovy automat. Konfigurace zasobnikového automatu A
je trojice

(g, w, y) € Q x £* x ['*, Konfiguraci rozumime aktualni stav vypoctu zasobnikového automatu.
Prvek

g € Q znadi stav, v némz se aktualné nachazime, w € 2* je dosud neprectena €ast vstupu ay €
™ je obsah zasobniku.

At A=(Q, 2, T, 8, so, Zo, F) je zdsobnikovy automat. Pfechodova relace mezi konfiguracemi je
relace na mnoziné konfiguraci - € (Q x ¥* x [*) x (Q x £* x [*) definovana takto:

(g, aw, zy) H(r,w,Ay) @ g, reQAracZU{eAwWeZ*AZET AY,AET*A(r,N\) €8(q, a, 2),
tedy ze stavu q pfejdeme do stavu r, ze vstupu pfecteme symbol a a na zasobniku nahradime
jediny zasobnikovy symbol z za Fetézec zasobnikovych symbolli A. Casti w, y zistaly

nedotéeny. Ve vysSe uvedeném automatu napfiklad plati (so, bb, aaZ)  (q, b, aZ).

K pfechodové relaci + Ize vytvofit jeji reflexivni a tranzitivni uzaveér +*, coz je S-minimalni
nadmnozina relace  takova, Ze je navic reflexivni a tranzitivni. Jinak fe¢eno, do relace +



pfidame minimalni nutny pocCet dvojic (minimalni vzhledem k relaci <) tak, aby po této zméné
byla reflexivni i tranzitivni.

At A=(Q, Z, T, d, so, Zo, F) je zdsobnikovy automat. Jazyk pfijimany automatem je mnoZina
LA ={weZ*|3feF:(so,w, Zo)F*(f, & y)}

tedy slovo je automatem pfijato tehdy, pokud je jeho ¢teni zapocato v po&ate¢nim stavu a je
docteno v néjakém koncovém stavu. Obsah zasobniku po docteni slova w je nam lhostejny.
llustrujme pfijeti slova aabb pomoci vySe uvedeného automatu:

(so, @aabb, Z) + (so, abb, aZ) + (so, bb, @aaZ) + (q, b, aZ) + (q, €, Z) + (f, €, Z),
tedy
(so, @aabb, Z) +* (f, €, Z),
kde fje koncovy stav, tedy slovo aabb je pfijato automatem A.

At % je abeceda. Mnozina vSech jazykll nad abecedou % je nespoéetna mnozina 2%". Mnozina
vSech jazykl, které mohou byt pfijaty nedeterministickym zasobnikovym automatem pracujicim
s abecedou %, se nazyva mnozina bezkontextovych jazykut £, c 2%, Plati £3 c £, nebot
kazdy konecny automat je mozné realizovat pomoci zasobnikového automatu tak, ze
nebudeme se zasobnikem nijak pracovat (v ramci kazdého pfechodu z né&j odstranime startujici
symbol a ihned jej vratime na zasobnik). Sou€asné existuji jazyky, které jsou bezkontextove,
ale nejsou regularni (napf. {a"b" | n >= 0}, coz Ize ukazat kombinaci diikazu neregularity pomoci
Myhill-Nerodovy véty a dukazu bezkontextovosti pomoci konstrukce zasobnikového automatu).

Priklady bezkontextovych jazyku nad abecedou Z = {a, b}:

libovolny regularni jazyk

{a"b" | n >= 0}

{wwR | w € {a, b}*}

{w € {a, b}* | #a(w) = #p(W)}, {w € {a, b}* | #a(W) # #o(W)}, {W € {a, b}* | #a(w) > #p(W)}
co-{a"b"a" | n >= 0}

co-{ww | w € {a, b}*}

Dyckovy jazyky (jazyky spravného uzavorkovani)

Priklady jazykd nad abecedou % = {a, b}, které nejsou bezkontextové:

{a"b"a" | n >= 0}
{ww | w € {a, b}*}
{<@>| <> je kdd splnitelné vyrokové formule nad kédovu abecedou {a, b}}

[ ]
[ J
[ J
e {<S>| <S> je kdd Postova systému nad kdédovou abecedou {a, b}, ktery nema feSeni}



Varianty zasobnikovych automatu

Klasicka definice zasobnikového automatu se muze liSit na zakladé akceptujici podminky. At
A=(Q, 2, T, 0, so, Zo, F) je zasobnikovy automat. Definujeme:

e zasobnikovy automat prijimajici dosazenim koncového stavu
o LA)={weZ*|3afeF:(so, W, Zo)F*(f, & V)}
o fetézec je pfijaty tehdy, pokud je docteny v koncovém stavu
e zasobnikovy automat prijimajici vyprazdnénim zasobniku
o L(A)={w e Z*|(so, W, Zo) F*(q, €, €)}
o F=0
o Fetézec je pfijaty tehdy, pokud béh automatu na tomto fetézci vede k
vyprazdnéni zasobniku
e zasobnikovy automat prijimajici dosazenim koncového stavu a vyprazdnénim
zasobniku
o LA)={weZ*|3afeF:(so, W, Zo)F*(f, ¢ €)}
o fetézec je pfijaty tehdy, pokud béh automatu na tomto fetézci vede k
vyprazdnéni zasobniku a pokud je po docteni fetézce dosazen koncovy stav

Tyto tfi vypocetni modely jsou ekvivalentni, tedy pro kazdy bezkontextovy jazyk najdeme
model odpovidajici kazdému z téchto tfi typl automatd. Soucasné zadny z téchto modelt
nemuze pfijimat jazyk, ktery neni bezkontextovy. Tyto modely jsou mezi sebou také vzajemné
prevoditelné.

Pozn.: Samoziejmé, pokud se na jeden konkrétni zasobnikovy automat podivame postupné z
téchto tfi uhla pohledu, mize pokazdeé prijimat jiny jazyk.

Rozsifeny zasobnikovy automat je sedmice A = (Q, Z, I, , so, Zo, F), kde:

Q je kone¢na, neprazdna mnozina stavu

2 je abeceda (kone¢na, neprazdna mnozina symbolu)

I" je zasobnikova abeceda (konecna, neprazdna mnozina zasobnikovych symbold)
0:Qx(Zu{e}) x™ — 29T (v hornim indexu je Q x *) je pfechodova funkce

so € Q je pocatecni stav

Zoy €T je startujici symbol zasobniku

F < Q je mnozina koncovych stavu

Jedinou zménou oproti klasickému nedeterministickému zasobnikovému automatu je definice
pfechodové funkce, v niz povolujeme odstranéni libovolného po&tu zasobnikovych symboll z
vrcholu zasobniku pfi provedeni pfechodu. Je tedy rovnéz mozné pfi pfechodu neodstranit ze
zasobniku Zadny symbol.



Modely nedeterministického zasobnikového automatu a rozSifeného zasobnikového automatu
jsou ekvivalentni, tedy jsou na sebe vzajemné prevoditelné. MoZnost odstrafiovat ze zasobniku
vice symboll nepfida modelu vypocetni silu, ale umozfiuje kompaktnéjSi a prehlednég;jsi
vyjadreni.

Uvazujme o bezkontextovém jazyku L = {@®*'b?™c™d" | m, n € N}. UkaZme, jak by bylo mozné jej
modelovat pomoci zasobnikového automatu a pomoci rozSifeného zasobnikového automatu.
Na prvnim obrazku je uveden obycCejny nedeterministicky zasobnikovy automat, na druhém
ekvivalentni rozSifeny zasobnikovy automat.

a, €/a b, /b c, bb/e d, aaa'e

VA o) g, ele NER g, Ele o s ) €, €/ o s ) g, Z/Z =ﬁ
AN ANV (=)

VSimnéme si nasledujiciho:

o Usetrili jsme stavovy prostor, nebot pro odstranéni vy§Siho mnozstvi symboll ze
zasobniku nejsou potieba zadné specialni stavy

e Pouzili jsme méné prechodu, nebot nemusime uvazovat o véech moznych symbolech,
které mohou v daném okamziku byt na vrcholu zasobniku, sta¢i odebrat ¢

e Zvysili jsme Citelnost

At A=(Q, Z, I, 8, so, Zo, F) je zdsobnikovy automat. A je deterministicky zasobnikovy
automat, pokud vq € Q : vz € T plati alespon jedna z nasledujicich podminek:

e (vae2:[3(q, a 2z)| <=1)A(5(q, & 2)| = 0)
e (vae2:13(q, a 2z)|=0)A(|5(q, & 2)| <= 1)

Neformalné fe€eno, pokud je zasobnikovy automat deterministicky, pak plati vSechny
nasledujici body



Ze stavu g nevede vice nez jedna hrana, na niz je ¢ten symbol a € X ze vstupu a
soucasné symbol z ze zasobniku
o V nasledujicim automatu je tato podminka poruSena

a,zZ/Z

(/'
(=0

Ze stavu g mohou vést dvé hrany, na nichz je ¢ten stejny symbol a € Z ze vstupu,
pokud je na nich ¢ten jiny symbol ze zasobniku
o V nasledujicim automatu je tato vlastnost demonstrovana

a,a/aa
a,Z/aZ

/"
z e ba‘a @

Ze stavu g mohou vést dvé hrany, na nichz je ¢ten stejny symbol ze zasobniku, pokud
je na nich ¢ten jiny symbol ze a € Z ze vstupu
o V nasledujicim automatu je tato vlastnost demonstrovana

a,a/aa
a,Z/aZ

/"
z e baa @

Ze stavu g nevede soucasné hrana, na niz je ze vstupu ¢teno € a ze zasobniku je ¢teno
z, a hrana, na niz je rovnéz ¢teno z ze zasobniku, a € Z ze vstupu
o V nasledujicim automatu je tato vlastnost porusena

a,a'aa
a,Z/al b,a/e
a 4
Z g, ala e, Z/Z @
Sq =w »

Ze stavu g nevede souc€asné hrana, na niz je ze vstupu &teno ¢ a ze zasobniku je &teno
Z, a jina hrana, na niz je rovnéz ¢teno z ze zasobniku, € ze vstupu
o V nasledujicim automatu je tato vlastnost porusena



-~
g,ala e, 2/ [
NSNS

b,ZhZ a,ble
b,b/bb
e Pokud ze stavu g vede hrana, na niz je ¢teno € ze vstupu a z ze zasobniku, pak z tohoto
stavu jiz nesmi vést Zadna dalsi hrana, ktera &te z ze zasobniku
o V nasledujicim automatu je tato vlastnost porusena

a,alaa
a,z/al. b,a’e

-~
£,ala 217 7
NN

£,b/b : eZ/7

A

b,Z/bZ a,ble
b,b/bb
Pozor. Na rozdil od kone¢nych automatd, deterministické zasobnikové automaty jsou slabsi
vyjadfovaci sily nez nedeterminisické zasobnikové automaty. Kazdy deterministicky
zasobnikovy automat je trivialné nedeterministicky, ale existuji zasobnikové automaty, které
neni mozné determinizovat. Existuji bezkontextové jazyky, které neni mozné pfijmout
deterministickym zasobnikovym automatem.

Jazyky pfrijimané zasobnikovymi automaty

RozliSujeme dvé tfidy jazykd, které pfijimaji rizné varianty zasobnikovych automatu.

e TFida L, (tfida bezkontextovych jazykl), pfijimana:
o nedeterministickymi zasobnikovymi automaty akceptujicimi
m dosaZenim koncového stavu
m vyprazdnénim zasobniku
m soucCasnym dosazenim koncového stavu a vyprazdnénim zasobniku
o rozSifenymi zasobnikovymi automaty
e Trida Lpza (tfida deterministickych bezkontextovych jazyku), pfijimana:



o deterministickymi zasobnikovymi automaty
Plati
Lsc Lpza © Lo
Priklady deterministickych bezkontextovych jazykd nad abecedou Z = {a, b}:
e libovolny regularni jazyk
e {a"b"|n>=0}
o {we{a, b} |#a(w) = #o(w)}

Priklady bezkontextovych jazykd nad abecedou % = {a, b}, které nejsou deterministické:

o {wwR|we{a, b}}
e co-{a"b"a" | n>=0}
e co-{ww |w € {a, b}*}

Prevod bezkontextovych gramatik na zasobnikové automaty

Pfevod bezkontextovych gramatik na zasobnikové automaty realizujeme pomoci analyzy shora
dolll a pomoci analyzy zdola nahoru.

Analyza shora dolu. At G = (N, Z, P, S) je bezkontextova gramatika. Pomoci algoritmu analyzy
shora dolu vytvofime ekvivalentni zasobnikovy automat A = (Q, Z, I, &, so, Zo, F) s jednim
stavem, ktery bude pfijimat vyprazdnénim zasobniku.

o Q:{So}
e [=XUN
e O

o a€zZ=09(so a,a)={(so, £)}
o (A, a)€eP = (sg, a)€ d(so, €, A)
o Zadné jiné pfechody neexistuji

Na zaCatku mame na zasobniku startujici neterminal bezkontextové gramatiky. Pokud je na
vrcholu zasobniku neterminal A, je mozné ho odebrat a nahradit pravou stranou néjakého
pravidla, jehoZz leva strana je pravé A. Pokud je na vrcholu zasobniku terminal, je mozné ho
odstranit, pokud souc€asné pirecteme tentyZ terminal ze vstupu. Tento postup odpovida
posloupnosti nejlevéjSich derivaci v dané bezkontextové gramatice. Jakmile vyprazdnime
zasobnik, analyzovali jsme celé slovo, které je pfijato.



Priklad:

G = ({S}, {a, b}, {(S, aSb), (S, bSa), (S, a), (S, b)}, S)
o A= ({so}, {a, b}, {a, b, S}, 9, so, S, B)
o 0(so, a, a) ={(so, €)}
o 9(so, b, b) ={(s0, €)}
o 9(so, €, S) ={(so, aSb), (so, bSa), (so, @), (so, b)}

g, S/bSa
g, S/faSb
g, S/b
g, Sla

b, ble
a, ale

5
>
e generovani slova w = abbab gramatikou G

o S = aSb = abSab = abbab
o derivacni strom je zobrazeny nize

S
A BN
a S b
A BN
b?a
b

e analyza slova w = abbab automatem A

o (so, abbab, S) - (sg, abbab, aSb) I (so, bbab, Sb) - (so, bbab, bSab) I (so, bab,
Sab) F (s, bab, bab) F (so, ab, ab) I (so, b, b) I (so, €, €)
o prubéh analyzy je mozné snadno vyc¢ist z derivacniho stromu
m pokud je na vrcholu zasobniku neterminal, pouzijeme pfislusné pravidlo

dle derivaéniho stromu

m pokud je na vrcholu zasobniku terminal, pfe¢teme odpovidajici symbol ze

vstupu

Analyza zdola nahoru. At G=(N, Z, P, S), kde # € N, Z, je bezkontextova gramatika. Pomoci
algoritmu analyzy zdola nahoru vytvofime ekvivalentni rozSifeny zasobnikovy automat A = (Q,
2, T, 0, so, Zo, F) s dvéma stavy, ktery bude pfijimat dosazenim koncového stavu. V kontextu
tohoto algoritmu budeme vyjimeéné predpokladat, ze vrchol zasobniku je vpravo.

[ Q={So,r}
e T=SUNU{#
0:

o posunovaci pravidla: a € Z = §(so, a, €) = {(So, a)}



redukéni pravidla: (A, a) € P = (so, A) € 8(So, €, Q)
ukondujici pravidlo: &(so, €, #S) = {(r, €)}
zadné jiné prechody neexistuiji

[} Zo =#

o F={r}

Na zagatku mame na zasobniku specialni symbol #. Pokud je na vrcholu zasobniku prava
strana néjakého pravidla (A, a), je mozné ji celou odebrat (pouzivame rozSifeny zasobnikovy
automat) a nahradit za levou stranu tohoto pravidla. Toto je takzvané redukéni pravidlo. Je
rovnéz mozné symbol ze vstupu umistit na zasobnik, aniz bychom z néj cokoliv odstranili. Jde o
takzvané posunovaci pravidlo. Pokud se na vrcholu zasobniku objevi #S, je mozné tento
fetézec odstranit a pfejit do koncového stavu. Toto je ukonéujici pravidlo. Pokud se fetézec
#S objevi na vrcholu zasobniku, jisté jde o obsah celého zasobniku, nebot # je startujici symbol
zasobniku, ktery uz nikdy na zasobnik neumistime. Sou€asné je zfejmé, Ze jsme cely vstup
redukovali na pouhy startujici neterminal.

Priklad:

{S}, {a, b}, {(S, aSb), (S, bSa), (S, a), (S, b)}, S)
{so, 1}, {a, b}, {a, b, S, #}, O, so, #, {r})
O(so, a, €) = {(so, Q)}
O(so, b, €) = {(so, b)}
O(so, €, a) = {(so, S)}
O(so, €, b) ={(so, S)}
0(so, €, aSb) = {(so, S)}
O(so, €, bSa) = {(so, S)}
o O(so, € #S) ={(r, €)}
e generovani slova w = abbab gramatikou G
o S = aSb = abSab = abbab
o derivacni strom je zobrazeny nize

S
d
v

—

e G=
e A=

O O O O O O ~—~

a ? \b
b ? a
b
e analyza slova w = abbab automatem A
o (so, abbab, #) - (so, bbab, #a) I (so, bab, #ab)  (so, ab, #abb) + (so, ab, #abS)

+ (so, b, #abSa) I (so, b, #aS) I (so, €, #aSb) - (so, €, #S) F (r, €, €)
o prubéh analyzy je snadné vycist z deriva¢niho stromu



T —0—0m—0

m symboly pfidavame na zasobnik zleva doprava dle derivacniho stromu,
jak je naznaceno na prvnim obrazku

m jakmile na zasobnik umistime symbol vstupu takovym zplisobem, Ze
pomoci néj a dfive pfidanych symboll jde dle derivaéniho stromu provést
redukce, tedy nahrazeni celé €asti stromové urovné se spoleénym
rodi€em za neterminal, provedeme ji, jak na naznaceno na druhém
obrazku a na tretim obrazku

m tzn. neprovadime redukci napfiklad ihned po umisténi prvniho symbolu b
na zasobnik, nebot symboly S a a na stejné urovni derivaéniho stromu se
stejnym rodi¢em jesté na zasobniku nejsou (nemizeme tedy spravné
aplikovat pravidlo).

a b

S
s | &8
S
7 | N\
b ? a
b

Pokud v textu najdete chybu, nebudete né¢emu rozumét nebo budete mit dojem, Ze by bylo
vhodné néco doplnit, kontaktujte na discordu uZivatele kocotom.



