67. Nerozhodnutelnost (problém
zastaveni TS, princip diagonalizace a
redukce, Postuv korespondencni
problem).

Hranice rozhodnutelnosti

AtM=(Q, Z,T, 8, qo, gr) je Turinglv stroj. Rekneme, Ze M je uplny Turingtiv stroj, pokud zastavi
pro kazdy svUj vstup. O takovém stroji fekneme, Ze rozhoduje jazyk L(M).

At Z je abeceda. Ttida vSech jazykd, které je mozné pfijmout pomoci Uplného Turingova stroje,
se nazyva tfidou rekurzivnich jazyka Lrec © 2%. TFida vSech jazyk(, které je mozné prijimat
pomoci (obecného) Turingova stroje, je tfidou rekurzivné vyéislitelnych jazyk Lgre C 2. Plati
Lrec C Lre C 2%,

tedy existuji jazyky, které nejsou rekurzivné vycislitelné (neni mozné je pfijmout zadnym
Turingovym strojem) a existuji jazyky, které nejsou rekurzivni, ale jsou rekurzivné vycislitelné
(neni mozné je rozhodovat uUplnym Turingovym strojem, ale je mozné je pfijmout obecnym
Turingovym strojem).

At Z je abeceda. RozliSujeme jazyky/problémy, které jsou
e rozhodnutelné
o rozhodnutelné jsou ty jazyky, které je mozné rozhodovat pomoci néjakého uplného
Turingova stroje, rekurzivni jazyky
o spustime-li béh Uplného Turingova stroje na libovolném fetézci ze Z*, stroj vzdy
v kone¢ném poctu kroku zastavi a korektné ohlasi, zda dany fetézec pfijima, nebo
odmita
o je mozné v kone¢ném Case rozhodnout pfislusnost/neprislusnost kazdého fetézce
ze 2* do daného rozhodnutelného jazyka
e nerozhodnutelné
o neexistuje zadny uplny TuringQv stroj, ktery by takovy jazyk rozhodoval
o pokud je jazyk L nerozhodnutelny, pak bud
m existuje Turinglv stroj, ktery L pfijima, ale vzdy na nékterych fetézcich,
které nepfijima, cykli, nebo
m neexistuje ani zadny Turinglv stroj, ktery L pfijima
e pouze ¢astec¢né rozhodnutelné
o existuje Turinglv stroj, ktery takovy jazyk pfijima, ale neexistuje Turinglv stroj,
ktery takovy jazyk rozhoduje
o jde o jazyky, které jsou rekurzivné vycislitelné, ale nejsou rekurzivni



e ani ¢astec¢né rozhodnutelné
o neexistuje zadny Turinguv stroj, ktery takovy jazyk pfijima
o jde o jazyky, které nejsou rekurzivné vycislitelné
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Uvedme pfiklady nékterych jazykua z téchto tfid nad abecedou 2 = {0, 1, #}:
e rozhodnutelné
o libovolny regularni, bezkontextovy, kontextovy jazyk
o {<M>#<n> | <M> je kdd Turingova stroje, <n> je kdd pfirozeného Cisla, kde stroj
M ma pravé n stava }
o SAT: {<¢@> | <@> je kod vyrokové formule @, ktera je splnitelna}
o {<G>#<n> | <G> je kdd grafu, <n> je kdd pfirozeného &isla a G obsahuje kliku o
velikosti n}
o {<Ar>#<Ax> | <A1>, <A>> jsou kody konecnych automatd, kde L(A+) = L(A2)}
e pouze c¢astec¢né rozhodnutelné

o HP: {<M>#<w> | <M> je kéd Turingova stroje, <w> je kod retézce a M zastavi
na vstupu w}
{<L>| <L> je kdd lambda vyrazu, ktery Ize pomoci koneéné posloupnosti B-redukci
transformovat do normaini formy}
PCP: {<S> | <S> je kdéd Postova systému, ktery ma reseni}
MP: {<M>#<w> | <M> je kdéd Turingova stroje, <w> je kod retézce, kde w €
L(M)}
{<A>| <A> je kdd zasobnikového automatu, ktery nepfijima univerzaini jazyk}
{<P>#<n> | <P> je kod zdrojového kédu v jazyce C a <n> je kdéd takového
pfirozeného Cisla, ze pro néjaky vstup zdrojového kédu P je dosazitelny fadek n
kodu P}
e ani ¢aste€né rozhodnutelné

o co-HP: {<M>#<w> | <M> je kéd Turingova stroje, <w> je kod retézce a M cykli
na vstupu w}
o co-PCP: {<S> | <S> je kéd Postova systému, ktery nema reseni}

o

o

O

o



o co-MP: {<M>#<w> | <M> je kéd Turingova stroje, <w> je kod retézce, kde w ¢
L(M)}

o {<G>#<G> | <G>, <G2> jsou kdédy bezkontextovych gramatik, které generu;ji
stejny jazyk}

o {<M>| <M> je kdd Turingova stroje, ktery pfijima pravé kody vSech Turingovych
stroju, které pfijimaji vlastni kéd}

o {<M> | <M> je kod Turingova stroje, ktery je uplnym Turingovym strojem}

Problém zastaveni

At {0, 1} je kddova abeceda. Méjme néjaké kodovani Turingovych stroju a fetézcu libovolné
abecedy nad touto kédovou abecedou. Definujeme jazyk problému zastaveni HP a jazyk
problému nezastaveni co-HP nasledovné:
HP = {<M>#<w> | <M> je kod Turingova stroje M, <w> je kod fetézce w a M zastavi na
w}
co-HP = {<M>#<w> | <M> je kdéd Turingova stroje M, <w> je kod fetézce w a M cykli na w}

Jazyky HP a co-HP nejsou doplriky z jazykového pohledu, nebot existuji i Fetézce nad abecedou
{0, 1, #}, které nemaji ani syntakticky potencial patfit do HP nebo co-HP, tedy maji upIné jiny tvar
nez <M>#<w>, kde <M> je kéd Turingova stroje a <w> je kdd fetézce, takzvané nevalidni instance
HP. Mnozinu {0, 1, #}* tedy mdzeme rozlozit na tfidy:

e HP
e co-HP
e nevalidni instance HP
Z*
/ .‘,l E E E E E = a
<M>#<w> v <M>#<w> ,
{ '
M zastavi _* ", Mcyklina,
navstupuw .  ### - vstupuw ,
L 1AV - ]
Jiny tvar ..
HP  ~  ‘otgzce 2 \._HP "

L_. o

Jazyk problému zastaveni HP je rekurzivné vyc¢islitelny. Existuje tedy Turinglv stroj, ktery
prijima HP. Takovy stroj M pracuje nasledovné:
e Stroj M ovéfi, zda je jeho vstup w nevalidni instanci HP (neni ve tvaru <M’>#<w’>). Pokud
tomu tak je, odmitne, jinak pokracuje
e Stroj M spusti simulaci stroje M’ na fetézci w’
e Pokud tato simulace skonci, M akceptuje



Stroj M tedy akceptuje vSechny fetézce typu <M’>#<w’>, kde stroj M’ zastavi na fetézci w’, nebot’
jenom pro né plati, ze simulace spusténa v druhém bodé skonci a bude mozné prejit k dalSimu
bodu. Na vSech ostatnich fetézcich stroj cykli, nebo je odmita. HP je tedy rekurzivné vycislitelny.

Neexistuje vSak Turingulyv stroj, ktery rozhoduje HP. HP je tedy pouze ¢astec¢né rozhodnuteiny.
Jazyk problému zastaveni HP neni rekurzivni. Viz nasledujici sekci o diagonalizaci.

Obecné plati, ze komplement pouze ¢astecné rozhodnutelného problému (nejedna se o jazykovy
komplement, viz vySe), neni ani Castecné rozhodnutelny. Tedy co-HP neni ani rekurzivné
vycislitelny, neni tedy ani ¢aste¢né rozhodnutelny. Coz dava smysl, protoze kdyby byl, musel
by existovat obecny TS, ktery by pracoval nasledovné:

e Stroj M ovéfi, zda je jeho vstup w nevalidni instanci co-HP (neni ve tvaru <M’>#<w’>,

stejné jako pro HP). Pokud tomu tak je, odmitne, jinak pokraduje

e Stroj M spusti simulaci stroje M’ na fetézci w’

e Pokud tato simulace cykli, M akceptuje.
Takovy TS v8ak nemlze existovat, protoze neni mozné identifikovat, Ze simulace cykli, aby
nasledné stroj zastavil a akceptoval.

Diagonalizace

Diagonalizace (metoda diagonalniho argumentu) je dikazni technika vyuzivajici dikaz
sporem, kterou Georg Cantor ukazal nespoc¢etnost mnoziny realnych cisel. Zde ji vyuzijeme
k dikazu nespocetnosti mnoziny vSech jazykl nad abecedou X a k diikazu nerekurzivity
problému zastaveni. Pomoci diagonalizace Ize vSak dokazovat mnoha dalSi tvrzeni.

Dukaz nespocetnosti mnoziny vSech jazyku nad abecedou Z

At T je abeceda. Ukazeme, Ze mnozina véech jazykt 2*" nad touto abecedou je nespocetna. Jde
o dukaz sporem, tedy budeme predpokladat, Ze mnozina 2% je spoc¢etna a korektni posloupnosti
logickych odvozeni dojdeme ke sporu, z néjz vyplyne, Ze tento pfedpoklad musi byt nepravdivy.

e Pro spor predpokladejme, Ze mnozina 2% je spocetna.

e Potom z definice spoCetnosti plyne, Ze existuje vzajemné jednoznaéné zobrazeni f : N
2%, tzn. existuje bijektivni funkce, ktera kazdému pfirozenému &islu pfifazuje néjaky
jazyk nad abecedou 2 tak, Ze kazdy jazyk ma pfifazené néjaké pfirozené Cislo.

e Veskeré jazyky nad abecedou Z je tedy mozné pomoci funkce f sefadit do nekoneéné
posloupnosti f(0), f(1), f(2), f(3), ...

o Veskeré fetézce nad abecedou Z je mozné sefadit lexikograficky do posloupnosti wo, wi,
W2, W3, ..., hebot mnozina Z* je také spocetna

e Nyni tedy muzeme zkonstruovat nekone¢nou matici, kde

o m. fadek je popsan jazykem f(m) = L
o n. sloupec je popsan fetézcem wy,
o kazda burka matice am, mGze nabyvat hodnoty 0, nebo 1:



B amn =1 © w, € f(m) = L, tedy Fetézec popisujici dany sloupec patfi do
jazyka, ktery popisuje dany radek

B amn =0 e w, € f(m) = Ln, tedy Fetézec popisujici dany sloupec nepatfi do
jazyka, ktery popisuje dany rfadek

wU w1 w2 W3 w4 .....

f(u) = LO a0,0 80'1 30,2 80,3 30,4 .....
f(1)=L4 aip a1 a2 a3 ayg o
f2)=Ly | a0 a1 a2 a3 a4 -

f(3) = L3 83,0 83'1 83,2 33,3 3374 .....

f(4) = L4 a4,0 84'1 84,2 64'3 84,4 .....

e Jelikoz jsme fadky uspofadali pomoci zobrazeni f, je kazdy jazyk nad abecedou Z
zastoupen v uvedené matici, tzn. nemél by existovat zadny jazyk ze t¥idy 2%, ktery v matici
neni obsazen

e Zkonstruujme nyni jazyk C = {wx € Z* | ax = 0}, tedy jazyk obsahujici pravé takové fetézce
Wx, které nepatfi do jazyka f(x) = L. Jinak fe€eno, jde o fetézce popisujici takové sloupce
v uvedené matici, Ze na diagonalni pozici matice je v daném sloupci O

e Ohodnoceni jazyka C v nami uvazované matici by muselo odpovidat komplementované
hlavni diagonale matice (0 je nahrazeno za 1, 1 je nahrazeno za 0)

C 1—60,0 1-81’1 1—62,2 1-83,3 1—34’4 ------

Wo Wy Wa W3 Wqg oo

f(0) =Ly ago apq apz 4@p3 a4 v
f()=L1 | a10 a1 a12 a3 agq -
f2)=Ly | a0 a1 a2 a3 a4 oo
f@)=Lz | azo azq azp azz agy -

f(4) = L4 84,0 34’1 842 84'3 a4.4 ......

e Takové ohodnoceni by se od kazdého Ffadku v matici muselo liSit minimalné na
pozici na diagonale, ktera je v tomto ohodnoceni komplementovana. To znamena,
Ze jazyk C se liSi od kazdého jazyka uvedeného v matici.



Jazyk C tedy neni v matici zastoupen, coz je spor, nebot jsme fekli, Ze v matici jsou
uvedeny vSechny jazyky nad abecedou £

Spor vychazi z pfedpokladu, Ze existuje vzajemné jednoznacéné zobrazeni f : N < 2%
tedy z pfedpokladu, Ze mnozina 2%’ je spodetna

Mnozina 2% je tedy nespocéetna.

Pro lepSi ilustraci si muzeme predstavit, Ze matici mame jiz néjak ohodnocenou konkrétnimi
hodnotami (jde pouze pro neformaini ukazku, hodnoty 0, 1 jsou zde rozhazeny bez jakékoliv
logiky). Diagonala je oznacena fialové, komplementovana diagonala cervené. VSimnéme si, ze
pokud pfilozime fadek C ke v§em ostatnim fadkim matice, vzdy se li§i minimalné na diagonale.

c 1 0 0 1 1 e

Wo Wy Wo W3 Wyqg e

=Ly | 0 o O 0 0
=Ly | 1 0 0 4 1
@=L, | 0 0 o 0 41
@=Ly | 0 o1 o 0 0
fd)=Ls | 0 0O O 4 0 o

Dukaz nerekurzivity problému zastaveni pomoci diagonalizace

Ukazeme, ze problém zastaveni HP neni rekurzivni. Jde o dukaz sporem, tedy budeme
predpokladat, Ze HP je rekurzivni a korektni posloupnosti logickych odvozeni dojdeme ke sporu,
z néjz vyplyne, Ze tento pfedpoklad musi byt nepravdivy.

Pro spor pfedpokladejme, Ze jazyk problému zastaveni HP je rekurzivni.
Potom z definice rekurzivity plyne, Ze existuje uplny Turinglv stroj M, ktery rozhoduje
problém zastaveni. Turinguv stroj M tedy pro kazdy fetézec na vstupu zastavi, pficemz
akceptuje pravé tehdy, pokud vstup patfi do HP.
Symbolem My, kde x € {0, 1}*, oznaéme Turinglyv stroj
o s kdédem x, pokud je x validni kod Turingova stroje
o s kodem c, kde c je néjaka konstanta odpovidajici kodu né&jakého trivialniho
Turingova stroje, ktera bude pfifazena kazdému stroji My, kde x neni validni kéd
Turingova stroje
Muazeme tedy uvazovat o posloupnosti Mf(O) = Mg, Mf(1) = Mo, Mf(2) = M1, Mf(3) = Moo, . ktera
obsahuje kazdy Turinglv stroj nebot mnozina vSech Turingovych strojli je spocetna,
jelikoz zobrazeni f : N {0, 1}* je vzajemné jednoznacné



Veskere fetézce nad abecedou 2 je mozné sefadit lexikograficky do posloupnosti wo, w1,
W2, W3, ..., nebot mnozina Z* je také spocetna
Nyni tedy miZzeme zkonstruovat nekone¢nou matici, kde
o m. fadek je popsan Turingovym strojem Msm)
o n. sloupec je popsan fetézcem wy
o kazda bunka matice amn mUze nabyvat hodnoty Z (zastavi), nebo C (cykli),
pficemz:
B amn = Z © Mym) zastavi na Fetézci wn, tedy stroj popisujici dany radek
zastavi na fetézci popisujicim dany sloupec
B amn = C & Mym) cykli na Fetézci wi, tedy stroj popisujici dany Fadek cykli
na fetézci popisujicim dany sloupec

Wo Wq wo w3 Wy e
Ms(0) app ap1 ap2 4ap3 a4 v
My(1) aip a1 a2 a13 ajg
My(2) app azq azy a3 aggq v
Ms(3) agpg 4azq agp azz azg
Ms(4) ag0 Aa41 @42 @33 ag4 v

Zkonstruujme nyni novy Turinguv stroj Conf, ktery pracuje nasledovné:

o Stroj Conf na vstupu dostane fetézec w nad abecedou {0, 1}.

o Stroj Conf tento fetézec transformuje do tvaru <Mw>#w.

o Stroj Conf spusti simulaci stroje M na fetézci <M,>#w. Pfipomerime, Ze stroj M je

uplny Turinglv stroj, ktery dle naseho pfedpokladu rozhoduje problém zastaveni.

o Pokud stroj M odmitne, stroj Conf akceptuje.

o Pokud stroj M akceptuje, stroj Conf pfejde do nekonecné smycky.
Stroj Conf vlastné komplementuje hlavni diagonalu vySe uvedené matice, nebot pokud by
mél stroj My, cyklit na vstupu w, stroj Conf na vstupu w naopak zastavi. Pokud by naopak
mél stroj M, na vstupu w zastavit, stroj Conf se na ném naopak zacykli. Informaci o tom,
zda M, na w cyklil, nebo zastavil, nam da uplny Turinguv stroj M rozhodujici HP. Conf
skute€¢né komplementuje pravé hlavni diagonalu, nebot ze svého vstupu w vzdy vytvori
fetézec <M,>#w pro stroj M.
Ohodnoceni fadku pro stroj Conf je tedy pravé komplementem hlavni diagonaly nami
uvazované matice (tzn. symbol Z nahradime symbolem C a naopak).
Takové ohodnoceni by se od kazdého Fadku v matici muselo liSit minimalné na
pozici na diagonale, ktera je v tomto ohodnoceni komplementovana. To znamena,
ze stroj Conf se liSi od kazdého Turingova stroje uvedeného v matici.
Turingav stroj Conf tedy neni v matici zastoupen, ackoliv jsme fekli, Ze v matici jsou
uvedeny v8echny Turingovy stroje.



e Spor vychazi z pfedpokladu, Ze existuje uplny Turinglv stroj M rozhodujici HP, tedy ze
HP je rozhodnutelny.
e HP je tedy nerozhodnutelny (tedy neni rekurzivni).

Pozn.: Pozor, samotny fakt, ze stroj Conf neni zastoupen v nasi matici, tentokrat nedokazuje, ze
by snad mnozina v8ech Turingovych stroju byla nespocetna (jako v pripadé dikazu nespocetnosti
mnoziny v8ech jazykl). MnoZina vSech Turingovych stroju je spocetna. Ke sporu jsme doSli diky
nespravnemu predpokladu rekurzivity HP. Pokud by byl HP rekurzivni, pak by totiz urcité muselo
byt mozné sestrojit Turinguiv stroj Conf, ale my jsme ukazali, Ze tento stroj nemize existovat,
nebot neni zastoupen v matici vSech Turingovych stroju, pricemz tentokrat vime s jistotou, Ze v
matici jsou zastoupeny v8echny Turingovy stroje.

Redukce

At f: A — B je zobrazeni. Rekneme, Ze toto zobrazeni je totalni, pokud va € A: 3b € B : f(a) =
b. Zobrazeni f je naopak striktné parcialni, pokud 3a € A : f(a) neni definovano.

At f: A — B je zobrazeni. Rekneme, Ze toto zobrazeni f je rekurzivné vyéislitelné, pokud je
mozné je realizovat pomoci néjakého Turingova stroje. Takovy TuringUv stroj dostane na svuj
vstup fetézecw € A

a na své prvni pasce po dokonceni béhu ponecha fetézec f(w), pokud je f pro w definovano, a
akceptuje. Pokud f(w) neni definovano, odmitne, nebo cykli.

At L+, Ls jsou po Fadé jazyky nad abecedami %, W. Rekneme, Ze funkce @ : =* — W* je redukci
jazyka L1 na Lo, pokud @ je totalni, rekurzivné vy¢islitelna funkce, kde Yw € £* : w € L1 & ®(w)
€ L2 (redukce zachovava prislusnost do jazyka).

Vlastnost zachovani pfisluSnosti do jazyka je nazna¢ena na obrazku nize. Funkce ® musi byt
také definovana pro kazdy vstup w € Z* a musi byt mozné ji realizovat pomoci Turingova stroje.
Jinak fe€eno, musi byt mozné ji realizovat pomoci uplného Turingova stroje (toto souCasné
vyjadfuje, Ze je totalni a rekurzivné vycislitelna).

Nasledujici obrazek zduraznuje, Ze redukce ® nemusi byt ani injektivni, ani surjektivni, tedy mize
existovat obraz, na néjz se zobrazi vice vzorl a muze existovat obraz, na néjz se nezobrazi zadny
vzor.
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At L4, Lz jsou jazyky. Pokud Ize L4 redukovat na L, pak piSeme L <= L, tedy L+ je redukovatelny
na L. Plati nasledujici:
e Pokud L4 neni rekurzivni a L1 <= L, pak ani L neni rekurzivni
e Pokud L; neni rekurzivné vygcislitelny a Ly <= L, pak ani L2 neni rekurzivné
vycislitelny
Pokud je L> rekurzivni a L1 <= Lo, pak i L+ je rekurzivni
Pokud je L2 rekurzivné vy islitelny a L1 <= Lo, pak i L1 je rekurzivné vycislitelny

Redukci budeme vyuzivat jako dukazni techniku pro dikaz nerozhodnutelnosti. Mizeme
pomoci ni dokazat, Ze jazyk neni rekurzivni, pfipadné Ze neni rekurzivné vyg¢islitelny. Lze
pomoci ni rovnéz dokazat, Ze jazyk je rekurzivni, pfipadné ze je rekurzivné vycislitelny, ovéem to
Ize snaze dokazat konstrukci Uplného Turingova stroje, pfipadné konstrukci obecného Turingova
stroje.

Ukazme, Ze pokud neni L1 rekurzivni a Ly <= Ly, pak ani L, neni rekurzivni. At L4, L2 jsou po fadé
jazyky nad abecedami %, V.

e At L1 je nerekurzivni a at' existuje redukéni funkce @, ktera je redukci L1 na L. Tedy

existuje uplny Turinglv stroj Mo pocitajici redukci @.

Pro spor predpokladejme, ze L; je rekurzivni.

Z definice rekurzivity plyne, Ze existuje Uplny Turingav stroj M, ktery rozhoduje L.
Zkonstruujme nyni Turinglv stroj T, ktery pracuje nasledovné:

o Stroj T ma na vstupu fetézec w € &*

o Stroj T vyuzije redukéni funkci @ a spocte fetézec ®(w). Tato procedura jisté
skon¢i v kone¢ném Case, nebot funkci ® je mozné pocitat pomoci upiného
Turingova stroje Mo (to plyne z definice redukce)

o Stroj T spusti simulaci stroje M na fetézci ®(w). Tato procedura jisté skonéi v
kone¢ném Case, nebot’ M je dle nadeho pfedpokladu upliny Turingdv stroj.

o Pokud stroj M akceptuje, akceptuje i T. Pokud stroj M odmitne, odmitne i T.

e Z definice redukéni funkce plyne, Zze w € L1 & ®(w) € L,. Jazyk Lo jsme schopni
rozhodovat a kazdy fetézec w € X* jsme schopni pomoci redukce transformovat na
fetézec ®(w), tedy jsme rovnéz schopni pro kazdy fetézec w € * rozhodnout, zda w € L.
Z toho plyne, ze stroj T rozhoduje L.

e To je ov8em spor s faktem, Zze jazyk L; je nerozhodnutelny, nemize byt mozné jej
rozhodovat vlibec nijak, a to ani oklikou pfes redukéni funkci a rozhodovani jiného jazyka.



Tento spor plyne z pfedpokladu, Ze existuje uplny Turingav stroj M rozhodujici Lo, tedy ze
L, je rekurzivni. Stroj M nemuze existovat.

Z toho plyne, Ze L2 neni rekurzivni, pokud L1 je nerekurzivni a pokud L+ je redukovatelny
na Lo.

Chceme-li tedy dokazat, Ze néjaky jazyk L> neni rekurzivni (rekurzivné vy islitelny), musime jiz
znat néjaky referencni jazyk L1, o kterém s jistotou vime, ze neni rekurzivni (neni rekurzivné
vyCislitelny). Nasledné ukazeme, ze L <= L, z €ehoz pak vyplyne, ze ani L, neni rekurzivni
(rekurzivné vycislitelny).

Ukazka dikazu pomoci redukce

Ukazme, ze jazyk problému nalezitosti (membership problem) MP = {<M>#<w> | <M> je kéd
Turingova stroje, <w> je kod fetézce, kde w € L(M)} neni rekurzivni.

Jazyk MP neni rekurzivni, coz dokazeme pomoci redukce z HP, tedy ukazeme, ze HP <= MP.

Zkonstruujeme redukeni funkei @ : {0, 1, #}* — {0, 1, #}*, ktera realizuje redukci jazyku HP
na jazyk MP.
Pokud vstup redukéni funkce x neni validni instanci HP (nema ani syntakticky potencial
patfit do HP, tzn. neni ve tvaru <M>#<w>, kde <M> je kdd Turingova stroje a <w> je kéd
fetézce), pak redukeni funkce vraci fetézec <E>#<e>, kde <E> je kéd Turingova stroje s
abecedou Z, ktery v jednom kroku odmitne kazdy svUj vstup, tedy plati L(E) = @, a <¢> je
kod fetézce ¢, tedy € ¢ L(E) a <E>#<e> ¢ MP
Pokud nebyl vypoc€et ukonéen v pfedchozim kroku, pak vstup redukéni funkce x ma tvar
<M>#<w>, kde <M> je kdd Turingova stroje M a <w> je kdd fetézce w.
Redukéni funkce v takovém pfipadé vrati na vystup fetézec <M’>#<e>, kde <e> je kod
fetézce € a M’ je Turinguyv stroj s abecedou 2 = {0, 1, #}, ktery pracuje nasledovné:

o Stroj M’ ma na vstupu fetézec w’ nad abecedou {0, 1, #}

o Stroj M’ tento svij vstup w’ ignoruje

o Stroj M’ spusti simulaci stroje M na fetézci w (kody <M> a <w> ma stroj M’

zakddované ve svém stavovém fizeni)
o Pokud tato simulace skonci, M’ akceptuje svUj vstup w’. Pokud simulace cykli, cykli
i M.

Pro redukéni funkci tedy plati:

o <M>#<w>€e HP = L(M) = £* = <M’>#<¢> € MP

o <M>#<w> ¢ HP = L(M’) = ¢ = <M'>#<¢> ¢ MP

o <M>#<w> € HP & ®(<M>#<w>) € MP



e Zobrazeni ® je tedy totalni, rekurzivné vycislitelna funkce zachovavajici pfislusnost do
jazyka, je tedy validni redukci HP na MP
e Jelikoz HP neni rekurzivni, pak ani MP neni rekurzivni

V ramci dikazu bylo tfeba sestrojit redukéni funkci tak, aby korektné obsluhovala vSechny fetézce
z mnoziny {0, 1, #}*. Tyto fetézce mohly byt
e nevalidni instance HP
o tedy fetézce, které ani po syntaktické strance nemohou patfit do HP
o problém detekce nevalidni instance HP je rekurzivni, tedy nevalidni instance je
mozné jednoduse odhalit v kone€ném Case
o redukéni funkce tedy nejprve odhali, zda jeji vstup neni nevalidni instanci HP.
Pokud ano, musi na vystup vratit fetézec, ktery nepatfi do MP, nebot’ nevalidni
instance HP nepatfi do HP a vyZadujeme zachovani pfislusnosti do jazyka
o ztohoto divodu vracime na vystup konstantu <E>#<g>, kde E je trivialni Turinglv
stroj, ktery nepfijima zadny fetézec, tedy <E>#<e> jisté nepatfi do MP, ¢imz jsme
zachovali pfislusnost
e validni instance HP
o tedy fetézce, které jsou ve tvaru <M>#<w>, kde <M> je koéd Turingova stroje a <w>
je kod fetézce
tyto fetézce patfi do jazyka HP, nebo do jazyka co-HP
obecné nelze rozhodnout, zda validni instance HP patfi do jazyka HP, nebo do
jazyka co-HP, tedy Upliny Turinglv stroj realizujici redukéni funkci se nic takového
ani nepokousi odhalit
o redukéni funkce musi Sikovnym zplsobem vytvofit svij vystup tak, aby pfisluSnost
do jazyka byla zachovana. Redukéni funkce toto musi zajistit dokonce i pres to, ze
sama nikdy nezjisti, zda jeji vstup patfil do HP, nebo do co-HP
o jediné, co odliduje fetézce z jazyka HP a z jazyka co-HP (fetézce ve tvaru
<M>#<w>), je fakt, Ze v pfipadé jazyka HP stroj M zastavi na w a v pfipadé jazyka
co-HP stroj M cykli na w
o vystup redukéni funkce tedy musi mit v sobé zakédovany fetézec <M>#<w>, aby
mohl provadét simulaci M na w, jelikoz to je jediny zpUsob, jak by mohlo byt mozné
rozlisit fetézce z HP a z co-HP
o redukéni funkce tedy vraci fetézec <M’>#<g>, pfiCemz chovani stroje M’ se bude
liSit na zakladé toho, zda fetézec <M>#<w> patfil do
m HP
e V tomto pfipadé simulace M na w, kterou spusti stroj M’, jisté
skongéi, nebot <M>#<w> € HP
e Jakmile simulace skon¢i, M’ akceptuje, coz provede pro kazdy svUj
vstup, tedy jisté <M’>#<e> € MP, tudiz pfisludnost do jazyka je
zachovana
m co-HP
e V tomto pfipadé simulace M na w, kterou spusti stroj M’, jisté cykli,
nebot <M>#<w> € co-HP



e Simulace cykli, tedy stroj M’ se nikdy nedostane k tomu, aby
akceptoval. Cykli pro kazdy mozny vstup, tedy <M’>#<e> ¢ MP,
tedy pfislusnost do jazyka je zachovana

o prislusnost do jazyka je tady zachovana, ackoliv redukéni funkce nikdy nezjisti,
zda jeji vstup patfi do HP, nebo do co-HP

Redukce v kontextu rekurzivnich jazykau.

Zde predstavenou redukci neni mozné pouzit pro diukaz, do které z podtfid rekurzivnich jazyk
dany jazyk spada. Redukce je realizovana uplnym Turingovym strojem, tedy redukéni funkce je
dostate¢né silna na to, aby kazdy takovy jazyk sama rozhodovala.

Pokud jsou tedy L4, Lo rekurzivni jazyky nad abecedou Z (s vyjimkou @ a 2*), pak L1 <=L, i L, <=
L.

At L1, L2 jsou rekurzivni jazyky nad abecedou Z, pficemz L, # @ A L, # Z*. Potom Iw* € L, Iw ¢
Lo, tedy jisté najdeme néjaky fetézec, ktery do L, patfi a néjaky retézec, ktery do L, nepatfi.
Redukéni funkce @, ktera provadi redukci L1 na Lo, pracuje nasledovné:

e Funkce ® ma na vstupu fetézec w.

e Jelikoz L1 je rekurzivni, funkce ® sama rozhodne, zda w € L

e Pokud ano, vrati retézec w*

e Pokud ne, vrati fetézec w
Tato funkce je tedy totalni, rekurzivné vycislitelna a zachovava pfislusnost do jazyka. Redukce v
kontextu rekurzivnich jazyk( nam neda zadnou uzite€nou informaci.

Pozn.: Existuji jiné typy redukci, napriklad polynomialni redukce, které kladou pfisnéjsi omezeni
na redukéni funkci. V pfipadé takovych redukci ma smysl na sebe redukovat i rekurzivni jazyky.

Redukce v kontextu prazdného a univerzalniho jazyka. At % je abeceda. ACkoliv jazyky @, Z*
jsou rekurzivni (a tedy redukéni funkce je schopna je rozhodovat), na jazyk @ je mozné redukovat
pouze jazyk @, zatimco na jazyk Z* je mozné redukovat pouze jazyk ¥* (nebo jiny univerzalni
jazyk).

V pfipadé jazyka @ totiz neplati, Ze 3w* € @, zatimco v pfipadé jazyka Z* neplati, ze 3w & * (v
kontextu abecedy ¥). Nelze tedy vyuzit dfive pfedvedenou argumentaci.

Pokud bychom redukovali libovolny neprazdny rekurzivni jazyk L1 na jazyk @, nebylo by mozné
najit zadny obraz pro fetézce patfici do L+, tedy by nebylo mozné zachovat pfislusnost do jazyka.
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(L2 =0)

Pokud bychom redukovali libovolny neprazdny rekurzivni jazyk L1 na jazyk ¥*, nebylo by mozné
najit Zadny obraz pro fetézce nepatfici do L4, tedy by nebylo mozZné zachovat pfisluSnost do
jazyka.

L2= W=

Prazdny jazyk lze ov8em redukovat na prazdny jazyk, zatimco univerzalni jazyk Ize redukovat na
univerzalni jazyk.

(L1 =0) (L2 =0)

w b(w)

£r=Ly L= W+

Postlv korespondencni problém

At Z je abeceda. Konec¢ny, neprazdny, uspofadany seznam dvojic neprazdnych fetézcl nad
abecedou 2
S = (a1, B1), (a2, B2), (a3, Bs), ---, (O, BK)),

kdek>=1avie{1, ..., k}: a, Bi€ %, nazveme Postovym systémem.

At S je Postlv systém obsahujici k dvojic. Neprazdnou n-tici kladnych pfirozenych &isel nizSich
nebo rovnych hodnoté k ve tvaru (a4, az, ..., an) € N", kde n € N*, nazveme feSenim Postova
systému, pokud

Qa10a2033...0qan = Ba1 BaZBa3- . Ban-

Prikladem by mohl byt Postlv systém



S={((aa, ab), (bab, ab), (ba, baa), (aa, a)),
ktery ma feSeni (3, 1, 2, 3, 4), nebot
03041020304 = ba - aa - bab - ba - aa = baaababbaaa
B3B1B2B3Bs = baa - ab - ab - baa - a = baaababbaaa

Jazyk PCP = {<S> | <S> je kdd Postova systému, ktery ma feSeni}, nazveme jazykem Postova
korespondenéniho problému.

Jazyk PCP je nerozhodnutelny, ale je ¢aste¢né rozhodnutelny. Turinglv stroj, ktery PCP
pfijima, pracuje nasledovné:
e Stroj nejprve zkontroluje, zda ma na vstupu korektni instanci Postova systému. Pokud ne,
odmitne, jinak pokracuje
e Nasledné generuje veSkeré neprazdné posloupnosti pfirozenych Cisel od 1 do k, kde k je
pocet dvojic Postova systému. Posloupnosti generuje v lexikografickém pofadi, vzestupné
dle délky
e Pro kazdou posloupnost zkontroluje, zda odpovida feSeni Postova systému. Pokud ano,
akceptuje, jinak pokracuje vygenerovanim dalsi posloupnosti
e Pokud feSeni existuje, bude dfive nebo pozdé&ji nalezeno. Pokud neexistuje, stroj cykli.

PCP je tedy rekurzivné vycislitelny. Nerekurzivitu Ize dokazat redukci z HP.

Postllv korespondenéni problém (a jeho doplnék) lze vyuzit pro dikaz nerozhodnutelnosti
podobné jako HP. Pomoci PCP Ize pohodInéji dokazovat nerozhodnutelnost probléma tykajicich
se gramatik, jako je prazdnost/neprazdnost priniku  kontextovych  gramatik,
ekvivalence/neekvivalence bezkontextovych gramatik apod.

Pokud v textu najdete chybu, nebudete né¢emu rozumét nebo budete mit dojem, Ze by bylo
vhodné néco doplinit, kontaktujte na discordu uZivatele kocotom.



