19. Pojem redukce a pojem upiného
problému. NP-upIné, PSPACE-Upine
a P-uplné problemy.

Pro zopakovani, v ramci teorie sloZitosti zkoumame, jak efektivné Ize problém algoritmicky fesit.
Je zavedeno mnoho slozitostnich tfid:

Sestavenim algoritmu, ktery b&zi napf. v polynomialnim ¢ase na nedeterministickém Turingové
stroji napf. dokazeme pfislusnost algoritmu do tfidy NP. NedokaZeme tim v8ak, Ze algoritmus
nejde fesit efektivnéji (napf. v polynomialnim case na deterministickém Turingové stroji - tfida P).

K dokazani spodni hranice sloZitosti algoritmu se vyuZiva technika porovnavani s jinymi
problémy, tzv. redukce. Redukce popisuje tvrzeni, Ze n&jaky problém je alespori tak tézky jako
néjaky jiny problém. Zaroverh musi byt zachovana spravnost odpovédi. Redukce z B do A
znamena, ze A je alespon tak t&Zké jako B za pfedpokladu, Ze transformace instance problému
B do problému A neni pFili§ sloZita. To vychazi z toho, Ze pokud by A bylo leh¢i, mohli bychom
problém B redukci pfevést na problém A a fesit jej tedy efektivnéji, nez bylo plvodni feseni
problému B, coz je spor.



Polynomialni redukce

Necht L, € £*, a L, € £*; jsou dva jazyky. L, je redukovatelny na L, (zapisujeme L, < L) tehdy
a jen tehdy, kdyz existuje funkce R: 3t —=> 1", takova, ze:

1. R je spotitatelna deterministickym Turingovym strojem v polynomialnim Case

2. w €L; © R(w) € L, (zachovani spravnosti odpoveédi — zachovani pfislusnosti do jazyka)

Redukce je véak obecnéjsi pojem a nemusi byt pouze polynomialni, ostatni typy redukci se lisi
pouze vbodé 1 — je zpfisnéna/rozvolnéna mozna tasova slozitost redukéni funkce (bude
demonstrovano napf. na P-tplnosti, viz dale).

Uvedme nyni pfiklad trivialni redukce. Necht & = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, L, je mnozina véech
lichych &isel nad X, zatimco L; je mnozina véech sudych &isel nad £. Redukce R definovana jako
Rw)=w+1,w € I* je polynomialni redukce, protoze w je sudé pravé tehdy, kdyz w + 1 je liché
a zaroveli R muzZe byt na DTS spocitana v linearnim Case.

Redukce méa nékolik zakladnich vlastnosti. Jestlize A <B aB € P, pak také A € P (z divodu,
e vstup problému A mizeme prevest polynomialni redukci deterministicky v polynomiélnim case
na vstup problému B a ten vyfesit v polynomialnim Case — celkové stale polynomialni). Zaroven
je redukce tranzitivni. Také to znamena, Ze B je minimalné tak sloZité jako A, nebo sloZit&jsi.

Tézké a uplné problémy
Necht C je tfida slozZitosti. Jazyk L oznaéujeme jako C-tézky, jestlize pro kazdy L' € C:L' < L,
jinymi slovy jazyk L je nejslozitéjsi jazyk ze tfidy C, tzn. kazdy jazyk z dané tfidy je na néj mozné

redukovat. Dale pak oznagujeme jazyk jako C-uplny, jestlize je C-téZky a zaroven nalezi do tfidy
C.

Uzavér vzhledem k redukci

Necht C je tfida sloZitostia L € C. Tiida C je uzaviena vzhledem k redukci, jestlize pro kazdy
recstl <L =>L € C .Trdy P, NP a PSPACE jsou uzavieny na redukci, zatimco tfeba
tfida LOGSPACE neni.

Teorémy o uplnosti a tézkosti

Necht C a C’ jsou dveé sloZitostni tridy:
1. Necht AjeC-uplnyaA <BaB € C. Pak B je také C-uplny.
2. Necht A je C-Uplny. Pak co-A je co-C-uplny.
3. Necht A je C-tézky, ' < C, C' je uzaviena vzhledem k redukcia A € C'.Pak C' =C.



NP-Uplné problémy

Dle definici vy$e jsou NP-Uplné problemy takové problémy, které nalezi do tfidy NP a zéaroven
jsou NP-t&Zké, tzn. je mozné na né redukovat véechny ostatni problémy ze tfidy NP (jsou tedy
nejtéz8imi problémy ze tfidy). To znamena, Ze neexistuje znamy polynomialni algoritmus fesitelny
deterministickym Turingovym strojem pro jejich Feseni (kdyby existoval, pak P=NP a véechny NP-
Gplné problémy by bylo mozné Fesit v polynomialnim ¢ase), jeho existence v&ak neni vyloucena
(vylougeni by vyzadovalo dukaz P # NP). Neexistence polynomialniho algoritmu znamena, ze
pro feseni vétsich instanci problému nebude fungovat naivni brute-force algoritmus
(exponencidlni slozitost) a pro praktické feseni takovych problému bude nutné vyuZit néjakych
heuristik nebo aproximace.

Jsou dva zpusoby, jak dokazat, Ze je problém NP-uplny. V obou pfipadech nejprve musime
dokazat, ze problém nalezi do tfidy NP (zapsanim algoritmu, ktery bé&zi v polynomialnim Case na
NTS). NP-tézkost miZzeme dokazat dvéma zpusoby:
1. Pro kazdy jazyk L' z NP ukazat, Ze L' < L (slozité — timto zpisobem byla dokazana NP-
Uplnost problému SAT)
2. Pro néjaky NP-tplny jazyk L' ukazat, se L' < L, tzn. sestrojit redukci.

SAT

Prvni problém, pro ktery byla dokazana NP-tplnost v ramci Cookova teorému. V SAT problému
fesime, jestli je zadana formule vyrokové logiky spinitelna, tzn. ma model. Ptisludnost do NP je
trivialni — sestrojime NTS, ktery uhodne pfifazeni proménnym a v polynomialnim ¢ase pro dané
ohodnoceni ovéfi pravdivostni hodnotu formule. NP-tézkost byla ukazana tak, ze pro libovolny
NPTIME Turinglv stroj M a jeho vstup w byla sestavena polynomialni redukce. Vystupni formule
je splnitelna, praveé kdyz w patii do jazyka M. Redukce viceméné& koduje chovani Turingova stroje
do vyrokové formule.

CNF

Je zadana formule v konjukntivni normalini forme (CNF) splnitelna? NP-téZkost muzZeme ukazat
tzv. Tseitinovou transformaci, ktera prevede v polynomialnim &ase libovolnou formuli do CNF
(naivni transformace pomoci algebraickych operaci, napf. Demorganovych a distributivnich
zakonu by mohla vést na exponencialni explozi formule — nejednalo by se o polynomialni redukci).

k-CNF

Podobné jako CNF, ale vstupni formule je omezena tak, Ze kazda klauzule ma prave k literalu.
Tzn. napf. 3-CNF ma klauzule ve tvaru x, V x; V X3. 2-CNF je mozné fesit v polynomialnim case,
pro véechna ostatni k je problém NP-Gpiny. Dikaz NP-téZkosti: redukci z CNF, napf. v 3-CNF
vytvofime pro klauzuli typu a Vv b vevd Klauzule (@ VbV xX) A(mxVeVd), coz je ekvivalentni
s ptivodni formuli a ma linearni velikost vzhledem k ptivodni formuli.
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CLIQUE

Necht G = (V, E) je graf a k € N . Problem CLIQUE se pta, zda G obsahuje kliku (4piny podgraf
— podgraf, kde kazdy uzel je spojeny s kazdym) velikosti k. Obrézek nize ma barevné zvyraznéné
2 kliky — kliku velikosti 5 v podgrafu A, B, C, D, E a kliku velikosti 3 v podgrafu F, G, H. Je zde ale
obecné vice klik: 10 klik velikosti 1, mnohé kliky velikosti 2, uvniti kliky o velikosti 5 je nékolik klik

velikosti 3, 4.

NP-t&zkost mizeme dokéazat redukci z CNF, kdy pro vstupni formuli C; A C; A...A Gy nastavime
k=n a vytvofime graf G=(V, E), kde:

e V={(o,i)| o je literal vyskytujicise v Ci}

e E={(a,D), N} #Fj Ao # -5} (spojime literaly, které nejsou v konfliktu)

INDEPENDENT SET

Necht B = (W, J) je graf a m € N. Problém INDEPENDENT SET se pt4, zda graf B obsahuje
nezavislou mnozinu vrcholll (mnozinu vrcholl, kde Zadné dva vrcholy nejsou spojeny) velikosti
nejméné m. Dukaz NP-téZkosti: redukci z CLIQUE — pro graf G = (V, E) a €islo k nastavime m =
k a sestrojime graf B = (V,V? — E). Graf ma kliku pravé tehdy, kdyZ jeho komplement ma
nezavislou mnozinu. Na obrazku vy$e mizeme vidét napf. nezavislou mnozinu velikosti 3 —{l, D,

G}.

VERTEX COVER

Necht H = (U, F) je graf a I € N. Problém VERTEX COVER se pta, zda ma graf H v sobé tzv.
vertex cover (vrcholové pokryti) velikosti nejvice |. Tzn. jestli existuje mnoZzina vrcholu § €U
velikosti nejvice | takova, Ze v8echny hrany z H jsou incidentni nejméné s jednim uzlem S.
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Mirimurn vartax cover (s amply{] M nimum vertex cover is {3) Minimum vertax cover is {4, 2} or (4, 0)

Dukaz NP-tézkosti: redukci z INDEPENDENT SET — pro graf B = (W, J) a m nastavime I =|W]|-
maH=B.

GRAPH COLORING

Necht M = (Y, L) je graf a p € N. V ramci barveni grafu se ptame, zda vrcholy M mohou byt
obarveny p barvami tak, Ze Zadné dva sousedici uzly nemaji stejnou barvu. Pro p = 2 je problem
fesitelny v polynomialnim Case (umistime jednu barvu a poté stfidame jedinym moznym
zplisobem, aby nebyly vedle sebe dva uzly stejné barvy) — graf je 2-obarvitelny, pokud je
bipartitni. Problém je NP uplny pro 3 a vice barev. Diikaz se provadi redukci z 3-CNF.

HAMILTON PATH

\ tomto problému fesime, zda v zadaném grafu existuje Hamiltonovska cesta nebo kruznice, tzn.
cesta, ktera prochazi kazdym vrcholem pravé jednou.

SUBSET SUM

Necht S je kone&na mnoZina elementl, w je jejich vahova funkce, w: S -> Z a W néjaka zadana
cilova vaha. SUBSET SUM se pta, zda existuje podmnozina S' € S, takova, Ze soucet vah
elementl z S’ je pfesné W.

PARTITION

Necht T je kone&na mnoZina prvki a v je jejich vahova funkce v: T -> Z. Problém PARTITION se
pta, zda existuje rozdéleni mnozZiny T na dvé& disjunktni podmnoziny (T', T - T') takove, Ze jejich
celkova véha je stejna, tzn. Xier V() = Zier- v(t). NP-téZzkost ukazeme redukci ze
SUBSET SUM. Pro elementy S, vahovou funkci w a cilovou vahu W nastavi T=S U {z}, kde z &
Sav=wuU {z=> Yes w(s) — 2W}. Jestlize ptivodni SUBSET SUM ma feseni s vahou W,
pak muzeme rozdélit vytvorenou mnozinu T na dvé podmnoziny s vahou Y5 w(s) — W.

KNAPSACK

Necht R je kone&na mnozina elementu, u je jejich vahova funkce, u: R->Z, v je jejich funkce
hodnoty, v: R->Z, U maximalni vahaa V cilovéa hodnota. Problém KNAPSACK se ptéa, zda existuje
podmozina R' € R takova, ze 3, e, u(r) U A Yrer v(r) =V.NP-téZkost miZzeme ukazat



redukci ze SUBSET SUM, kde pro elementy S, vahovou funkci w a cilovou vahu W nastavime R
=S,u=w,v=w,U=W, V=W,

PSPACE-UpIné problémy

PSPACE je tfida problému, ktere jdou fesit s vyuZitim deterministického Turingova stroje s
vyuzitim polynomialniho prostoru. Jedna se o problémy t&z&i nez NP — pro tfidu NP problému
existuje kratky dukaz pozitivni odpovédi, ktery je mozné rychle (v polynomiélnim &ase) ovéfit —
napf. mame-li zadan model SAT problémd, je velmi lehké ovefit, zda je to doopravdy model.
Naopak pro problémy ze tfidy PSPACE nemusi existovat kratky dikaz, dukaz ovsem muze byt
vygenerovany a zkontrolovany s vyuzitim polynomialniho prostoru.

Na zakladé Savitch teorému vime, ze PSPACE = NPSPACE.

Quantified Boolean Formula (QBF)

PSPACE-uplny problém, jedna se o slozitéjsi variantu problému SAT — je zadana formule ¢
vyrokové logiky nad proménnymi Xy, Xz, ..., Xp @ kvantifikatory Q,, Qz, ..., Qn € {V,3}. QBF
problém se pta, zda je formule Q;x;...Quxn: @ platna. SAT je specialnim pfipadem QBF, kde
véechny kvantifikatory jsou existencni.

Duikaz nalezitosti do PSPACE je mozné provest eliminaci kvantifikatorti — existenéni kvantifikator
je nahrazen disjunkci dvou &lent — prvni odpovida pipadu, Zze kvantifikovana proménna je rovna
1, druhy odpovida pfipadu, Ze kvantifikovana proménna je rovna 0. Podobné pro univerzalni
kvantifikator, ovéem namisto disjunkce je pouzita konjunkce. Je potfeba udélat nejvice n takovych
pfepsani, kazdé potfebuje O(n) mista — celkove O(n*2) mista. Naivni feseni by spotfebovalo
exponencialné mista — je nutné vyuzit backtracking.

Diikaz PSPACE-tézkosti je naro€néjsi, podobné jako Cookv teorém zakédujeme béh Turingova
stroje do formule, jejiZ velikost je polynomialni vzhledem k velikosti TS a vstupniho slova.

GAME

Hra je trojice (C, E, s), kde (C, E) je orientovany graf a s € C je potatecni vrchol. Dva hraci se
stfidaji v posunu Zetonu po hranach grafu, kazdy vrchol muzZe byt navétiven jen jednou. Hrac
vyhrava v momenté, kdy druhy hraé uz nemuze zeton nikam posunout. Problem GAME se pta,
zda mize prvni hrag vzdy vyhrat. Problém je PSPACE-UplIny. PSPACE-téZkost se dokéaze redukci
z QBF, kdy kvantifikatory jsou pfevedeny do grafu — jeden hra¢ vybira pfifazeni existenZnim
kvantifikatoriim, zatimco druhy hra& vybira piifazeni univerzalnim kvantifikatoram.

Dal$i problémy

Mnoho dalgich, v praxi zajimavych, problému je PSPACE-complete, napf.:
e Problém, zda slovo naleZi do kontextove gramatiky



e Problém univerzality, inkluze, ekvivalence konecnych a Buchiho automatt, minimalizace
koneénych automatl
e LTL model checking

P-UpIné problemy

P-tézkost, resp. P-Gplnost neni definovana vzhledem k polynomialni redukci, nybrz vzhledem k
tzv. NC-redukci. NC (Nick’s class) je tfida jazyku, které jsou rozhodnutelné v paralelnim log®™®n
gase s vyuzitim n°() procesoru. Jedna se tedy o tfidu problému efektivné fesitelnych na PRAM
(Parallel Random Access Machine) — maji polylogaritmickou sloZitost a vyuzivaji polynomialni
podet procesorl. Zfejmé NC < P, podobné jako u problému P NP véak nevime, zda je inkluze
ostra, nebo ne.

Stejn& jako v definice v Gvodu této otazky je jazyk L P-tézky, jestlize VL' € P: L' <yc L. Je P-
uplny, jestlize je P-tézky a nalezi do P.

Circuit VValue Problem (CVP)

Obvod nad proménnymi X je konecny orientovany acyklicky graf s oznacenymi uzly:
e vstupni uzly jsou oznaceny proménnymi z mnoziny X nebo konstantami 0/1
e hradlové uzly maji jednu nebo vice vstupni hranu a jsou oznaceny jednou z Booleovskych
funkei
e vystupni uzel nema vystupni hrany
Necht C je obvod a x je vstup obvodu. (C, x) € CVP < C(x) = 1, tzn. obvod pro dany vstup da na
vystup jedni¢ku. Tento problém je P-uplny.

Dals$i problémy

Nasledujici problémy jsou take P-Gplné:
e rozhodnuti, zda slovo patfi do bezkontextove gramatiky
e kontrola prazdnosti jazyka bezkontextové gramatiky
e kontrola kone&nosti jazyka bezkontextové gramatiky

Pokud v textu najdete chybu, nebudete nécemu rozumét nebo budete mit dojem, Ze by bylo
vhodné néco doplnit, kontaktujte na discordu uzivatele Fifinas.
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