48. Nahodna promenna, typy nahodné
promenneg, funkcni a Ciselné
charakteristiky, vyznamna rozdeleni
pravdepodobnosti.

Odkaz na video: @ SZZ: Nahodné veli€iny, vyznamna rozdéleni pravdépodobnosti

Video pokryva témata: Nahodné véli¢iny. Pravdépodobnostni prostor (opakovani). Nahodna
veligina. Diskrétni nahodna veliéina. Ciselné charakteristiky diskrétnich nahodnych veligin.
Vyznamna diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti. Alternativni rozdéleni pravdépodobnosti.
Binomické rozdéleni pravdépodobnosti. Geometrické rozdéleni pravdépodobnosti.
Hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti. Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti.
Spojité ndhodné velisiny. Ciselné charakteristiky spojitych nahodnych veliéin. Vyznamna spojita
rozdéleni pravdépodobnosti. Rovnomérné rozdéleni pravdépodobnosti. Exponencialni rozdéleni
pravdépodobnosti. Normalni rozdéleni pravdépodobnosti. Standardizované normalni rozdéleni
pravdépodobnosti.

Nahodna proménna/veli€ina

At (Q, S, P) je pravdépodobnostni prostor. Zobrazeni X : Q —R je ndhodna veli¢ina na
pravdépodobnostnim prostoru (Q, S, P), pokud Vx € R: {w € Q| X(w) <=x} € S. Jinak
fe¢eno, nahodna veli€ina odpovida né&jakému nahodnému pokusu, jehoz vysledek dokazeme
ohodnotit pomoci realného &isla. Nasledné nas bude zajimat pravdépodobnost, Ze nahodna
veliina nabyva néjaké konkrétni hodnoty, pfipadné Ze nahodna veliina nabyva hodnoty z
néjakého intervalu.


https://youtu.be/KgY0rQZghTg
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P([X =1]) = P{wa,w3})

Daéle definujeme

[X=x]4{w € Q] X(w) =x}
o mnozina vSech vysledkd nahodného pokusu, kterym nahodna veli€ina pfifazuje
ohodnoceni x
[X<x]£{w € Q] X(w) <x}
o mnozina vSech vysledk(l nahodného pokusu, kterym nahodna veli¢ina pfifazuje
ohodnoceni mensi nez x
analogicky [X <=x], [X>x], [X>=X], [x <X <y], [x <=X<y], [x <X <=y], [x <= X <=y]
P(X =x) 2 P([X = x])
o pravdépodobnost, Ze nahodna veli¢ina nabyva hodnoty x
o syntakticky cukr pro omezeni poc¢tu zavorek
P(X <x) £ P([X <x])
o pravdépodobnost, Ze nahodna veli€ina nabyva hodnoty mensi nez x
o syntakticky cukr pro omezeni pocétu zavorek
analogicky P(X <= x), P(X > x), P(X >=x), P(x <X <y), P(x <=X<y), P(x <X <=y), P(x
<=X<=y)

Priklad. Losujeme nahodné dvé karty z balicku. Po vylosovani prvni karty vratime tuto kartu do
bali¢ku a bali¢ek pfed dalSim vybérem zamichame. Kazda karta mdze mit ervenou (srdce,

kary), nebo &ernou (piky, kfize) barvu. Zakladni prostor Q = {@ @, 0@ . @@, @ @) znaci

mozné
S =29

vysledky pokusu.
Vw € Q: P{w}) = 1/4. M&jme nahodnou veli€inu X nad pravdépodobnostnim

prostorem (Q, S, P), ktera udava, kolikrat byla vytazena &ervena karta, tedy

Zfejmé

X0®)=-0X00®)=1.X0®)=1.X0®) =2

P(X=0) = P({w € Q| X(w) =0}) = P{@ @}) = 1/4
P(X=1)=P({w € Q| Xw)=1)=P(0®. @®)=-P(0®)) + P{@®)) =12



e P(X=2)=1/4
e P(X=3)=0
e P(X<=0)=1/4
e P(X<=1)=3/4
o P(X<=2)=1
e P(X<=3)=1

Diskrétni nahodna veliCina
At (Q, S, P) je pravdépodobnostni prostor a at X je nahodna veli¢ina nad timto
pravdépodobnostnim prostorem. X je diskrétni ndhodna veli€ina, pokud je jeji obor hodnot

kone€na, nebo spoletné nekone&na mnozina. Nahodna veli€ina X pfedstavena v pfedchozim
pfikladu je diskrétni nahodna veli€ina.

At X je diskrétni nahodna veli¢ina nad pravdépodobnostnim prostorem (Q, S, P) s oborem
hodnot A,
p : R — <0, 1> je zobrazeni. Zobrazeni p je pravdépodobnostni funkci, pokud

e Vxe&EA:px)=PX=x)
e VxeER\A:p(x)=0

Pravdépodobnostni funkce tedy pro argument x stanovuje, jaka je pravdépodobnost, Ze
diskrétni nahodna veli¢ina nabyva pravé hodnoty x. Pro kazdou pravdépodobnostni funkci musi
platit ¥, p(x) = 1.

At X je diskrétni nahodna veli€ina nad pravdépodobnostnim prostorem (Q, S, P), F : R — <0, 1>
je zobrazeni. Zobrazeni F je distribuéni funkci, pokud

e VX &€ R:FX)=P(X<=x)

Distribucni funkce tedy pro argument x stanovuje, jaka je pravdépodobnost, zZe diskrétni
nahodna veli¢ina nabyva hodnoty x nebo nizsi. Pro kazdou distribuéni funkci musi platit /im, _, ...
F(x) =0, lim, _, . F(x) = 1.

Pfiklad. M&jme zakladni prostor Q ={1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10}, systétm S =2%a
pravdépodobnost uréenou jako Vw € Q : P({w}) = 1/10. Nad pravdépodobnostnim prostorem
(Q, S, P) zavedme diskrétni nahodnou veli€inu X, ktera udava, kolik déliteld ma dany prvek
zakladniho prostoru:

X(1) =1, X(2) = 2, X(3) = 2, X(4) = 3, X(5) = 2, X(6) = 4, X(7) = 2, X(8) = 4, X(9) = 3, X(10) = 4.

Pravdépodobnostni funkce p udava, jaka je pravdépodobnost, Ze vybrané €islo ma praveé x
déliteld.



e p(0)=0
e p(1)=1/10
e p(2)=4/10
e p(3)=2/10
e p(4)=3/10
e pb)=0

Pravdépodobnostni funkce graficky (nevykreslené hodnoty jsou zobrazovany na nulu):

Distribuéni funkce F udava, jaka je pravdépodobnost, Ze vybrané ¢islo ma prave x déliteld nebo
méné.

e F0)=0

e F(1)=p(1)=1/10

e F(2)=p(1)+p(2)=5/10

e F(3)=p(1)+p(2)+p(3)=7/10

e F(4)=p(1)+p(2)+p@3)+p4)=1
e F(5)=1

Cast distribuéni funkce graficky:

Charakteristiky diskrétnich nahodnych veli€in

At (Q, S, P) je pravdépodobnostni prostor a at X je diskrétni nahodna veli¢ina nad timto
pravdépodobnostnim prostorem.

Stfedni hodnota. Stfedni hodnota EX diskrétni nahodné veli€iny X odpovida ofekavané
hodnoté, kterou by diskrétni nahodna velicina nejpravdépodobnéji mohla nabyvat vzhledem k
povaze nahodné veliginy X. Jde o analogii aritmetického priméru ve statistice. Reknéme, ze
diskrétni nahodna veli¢ina X nabyva nenulovych hodnot pro elementy a € A. Pak definujeme:



EX = ¥ (a- p(a)

a€A
Pro stfedni hodnoty EX, EY diskrétnich nahodnych veli€in X, Y plati:

E(X+Y)=EX+EY

E(X-Y)=EX-EY

E(cX)=c- EX

a,b,ce R=E(@a+bX+cY)=a+bEX+CcEY
pokud jsou X, Y nezavislé, pak E(XY) = EX + EY

Rozptyl. Rozptyl DX diskrétni nahodné veli€iny X popisuje, jak moc je pravdépodobnost
rozptylena kolem stfedni hodnoty EX. Plati

DX = E(X - EX)?

tedy pokud diskrétni ndhodna veli€ina X nabyva nenulovych hodnot pro elementy a € A,
definujeme

DX = ¥ (@a-EX) p@ = - EN'+ ¥ (a° p@)

a€eA a€A

Pro rozptyly DX, DY diskrétnich nahodnych veli¢in X, Y plati:

DX, DY >0

a € R=D(a+X)=DX

a € R = D(aX) = a’DX

a, b € R = D(a + bX) = b’°DX

pokud jsou X, Y nezavislé, pak D(X + Y) = DX + DY
pokud jsou X, Y nezavislé, pak D(X - Y) = DX + DY

Vyznamna diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti

At (Q, S, P) je pravdépodobnostni prostor a at’ X je diskrétni nahodna veli¢ina nad timto
pravdépodobnostnim prostorem.

Alternativni rozdéleni pravdépodobnosti

Nahodna veli€ina X je nahodna veli¢ina s alternativnim rozdélenim pravdépodobnosti s
parametrem
p € <0, 1>, coZ je psano jako X ~ A(p), pokud

e p0)=1-p



e p(1)=p

Alternativni rozdéleni pravdépodobnosti popisuje pocet Uspéchl u jednoho provadéni pokusu, u
néjZ nastane uspéch s pravdépodobnosti p a neuspéch s pravdépodobnosti 1 - p. Jiny vysledek
pokusu neni mozny.

Pro stfedni hodnotu a rozptyl nahodné veliiny X s alternativnim rozdélenim pravdépodobnosti
plati:

e EX=p
e DX=p(1-p)

Priklad. Hodime jedenkrat poctivou kostkou. Zakladni prostor Q ={1, 2, 3, 4, 5, 6} znaci mozné
vysledky pokusu. S =22, Vw € Q : P({w}) = 1/6. Mé&me nahodnou veli¢inu X nad
pravdépodobnostnim prostorem (Q, S, P), ktera udava, zda na kostce padlo liché prvogislo
(uspéch) nebo jiné &islo (neuspéch).

ZFejmé
e [X=0]={1,2 4,6}
e [X=1]={3,5)
e P(X=0)=2/3
e PX=1)=1/3

Nahodna veli€ina X je nahodnou veli€inou s alternativnim rozdélenim pravdépodobnosti X ~
A(1/3). Pravdépodobnostni funkce je tedy nasledujici:

e p(0)=2/3
e p(1)=1/3

e nulova pro ostatni vstupy

Pravdépodobnostni funkce p(x) graficky:

¢ (0.0.667)

e (1,0.333)

Distribu¢ni funkce F(x) graficky:



1 g

(0.0.667)

Binomické rozdéleni pravdépodobnosti

Nahodna veli¢ina X je nahodna veli€ina s binomickym rozdélenim pravdépodobnosti s
parametry
n €N, p € <0, 1>, coz je psano jako X ~ Bi(n, p) pokud

e VkeN:0<=k<=n=pk) = (Z)-pk-(l—l’)n_k

Binomické rozdéleni pravdépodobnosti popisuje pocet ispéchl u opakovaného provadéni
pokusu, pfiemz pokusu je provedeno n a jsou na sobé nezavislé. Pravdépodobnost uspéchu
kazdého pokusu se rovna p. Jiny vysledek pokusu nez uspéch/neuspéch neni mozny. P(X = k)
tedy popisuje pravdépodobnost, Ze uspésnych bylo pravé k provedeni pokusu, ostatni pokusy
byly neuspésné. Ve vzorci pravdépodobnostni funkce binomického rozdéleni se objevuje
kombinacni Cislo z toho dlvodu, Ze pokud z n pokusu je uspéSnych prave k, existuje obecné
vice zpusobd, jak né¢eho takového dosahnout (vice rlznych pofadi uspéchd a neuspéchl pfi
provadéni pokusu).

Pro stfedni hodnotu a rozptyl nahodné veli€iny X s binomickym rozdélenim pravdépodobnosti
plati:

e EX=np
e DX =np(1-p)

Priklad. Hodime C&tyfikrat poctivou minci, na niz maze padnout hlava, nebo ocas. Zakladni
prostor

Q={H, TI*.S=2% Vw € Q: P({w}) = 1/16. Méme nahodnou veli¢inu X nad
pravdépodobnostnim prostorem (Q, S, P), ktera udava, kolikrat na minci padl ocas.

Zfejmé:
o [X=0]={H, H, H H)}
o [X=1]={H,H,HT),H, HTH),MH,TH,H), (T, H H, H)}
° I.DI&X=O)= 116
o PX=1)=1/4



Nahodna veli€ina X je nahodnou veli€¢inou s binomickym rozdélenim pravdépodobnosti X ~
Bi(4, 1/2), nebot provadime 4 pokusy a pravdépodobnost Uspéchu (na poctivé minci padne
ocas) je 1/2. Pravdépodobnostni funkce je tedy nasleduijici:

c o) 7 - %
cw=()-(5) ()7 - ¢
SCRRC RO
cws()-() ()7 - ¢
c =) 7 - %
e nulova pro ostatni vstupy

Pravdépodobnostni funkce p(x) graficky:

(0. 0.063)

(4.0.063)
a

Distribuéni funkce F(x) graficky:

ols 1 15 2 2l5 3 3ls 4
(4.1)
1 -
0.938
(2,0.688) ( )
1,0.313) ¢—————
(0,0.063) ( )
-1 1] 1 2 3 4 5

Diskrétni rovhomérné rozlozeni pravdépodobnosti

Nahodna veli€ina X je nahodna veli€ina s diskrétnim rovhomérnym rozdélenim
pravdépodobnosti s parametry a, b € IV, kde a <= b, coz je psano jako X ~ Ro(a, b) pokud

Vke N:a<=k<=b=pk)=1/(b-a+1)

Rovnomérné rozdéleni pravdépodobnosti jednoduse pfifazuje vSem pfirozenym &islim mezi a a

b stejnou pravdépodobnost.



Pro stfedni hodnotu a rozptyl nahodné veli€iny X s diskrétnim rovnomérnym rozdélenim
pravdépodobnosti plati:

° EX=aT+b

_ !b—a+122—1
e DX= -

Priklad. Hodime jedenkrat poctivou kostkou. Zakladni prostor Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6} znaci mozné
vysledky pokusu. S = 2% Vw € Q: P({w}) = 1/6. M&jme nahodnou veli¢inu X nad
pravdépodobnostnim prostorem (Q, S, P), ktera udava vysledek hodu.

Zfejmé
o [X=1]={1}
o [X=2]={2}
° I.:;kx=1)=1/6
e P(X=2)=1/6

Nahodna veli€ina X je nahodnou veli€inou s diskrétnim rovnomérnym rozdélenim
pravdépodobnosti
X ~ Ro(1, 6). Pravdépodobnostni funkce je tedy nasleduijici:

o VkeE Q:pk)=1/6
e nulova pro ostatni vstupy

Pravdépodobnostni funkce p(x) graficky:

(1,0.167) ¢ (2,0.167) ¢ (3,0.167)  (4,0.167) ¢ (5,0.167) e (6,0.167)
1 2 3 4 5 6 7




Geometrické rozdéleni pravdépodobnosti

Nahodna veli¢ina X je nahodna veli¢ina s geometrickym rozdélenim pravdépodobnosti s
parametrem
p € <0, 1>, coz je psano jako X ~ Ge(p) pokud

e Vke& N :pk)=p-(1-p)

Geometrické rozdéleni pravdépodobnosti popisuje potet opakovaného provadéni
nezavislého pokusu, ktery je provadén tak dlouho, dokud pokus neskonéi Uspéchem.
Pravdépodobnost uspéchu kazdého pokusu se rovna p. Jiny vysledek pokusu nez
uspéch/neuspéch neni mozny. P(X = k) tedy popisuje pravdépodobnost, Zze k. pokus byl
uspésny a vSechny pfedchozi pokusy byly neuspésné.

Ziejmé F(k) = 1 - (1 - p)¥, coZ Ize odvodit pomoci souctu kone¢né mnoha ¢lent geometrické
posloupnosti.

Geometrické rozdéleni pravdépodobnosti se nékdy definuje i pro nulu, v takovém pfipadé

e p(k)=p-(1-p)*
o F()=1-(1-p)

Pro stfedni hodnotu a rozptyl nahodné veli€iny X s geometrickym rozdélenim pravdépodobnosti
plati:

1

P

1_

o DX=—7F
P

Priklad. Hazime poctivou minci tak dlouho, dokud nepadne ocas. Vysledek jednoho hodu je
hlava (H), nebo ocas (T). Zakladni prostor popiSme regularnim vyrazem Q = {H}*{T}. S =2% Vw
€ Q: P({w}) = 2. M&jme nahodnou veli¢inu X nad pravdépodobnostnim prostorem (Q, S, P),
ktera udava, kolikrat pokusu bylo tfeba provést, nez na minci padl ocas.

Zfejmé
[X=1]={T}
[X=2]={HT}
[X=3]={HHT}

[X = 4] = {HHHT}

P(X = 1) = P({T}) = 1/2
P(X = 2) = P{HT}) = 1/4
P(X = 3) = P{HHT}) = 1/8
P(X = 4) = P{HHHT}) = 1/16



Nahodna veli€ina X je nahodnou veli€inou s geometrickym rozdélenim pravdépodobnosti
X ~ Ge(1/2). Pravdépodobnostni funkce je tedy nasleduijici:

e Vk &N :pk)=(1/2) - (1/2)<" = (1/2)
e nulova pro ostatni vstupy

Cast pravdépodobnostni funkce p(x) tedy vypada takto:

(2,0.25) o (3,0125) ® U-"‘-”‘\”)‘ (R.wI.HJH). (h‘\.\‘-‘\]u). (T_H"\I\\). (\'_u-‘uu)‘

1 2 3 4 5 6 7 8

Cast distribuéni funkce F(x) tedy vypada takto:

(1,0.5)

Geometrické rozdéleni pravdépodobnosti je jediné diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti, které
ma vlastnost bezpamétovosti, jez je vyznamna v Markovskych procesech:

PX>m+n|X>m)=P(X>n)

Ziegimé P(X>m+n | X>m)=P(X>m+n A X>m)/P(X>m)=P(X>m +n)/P(X>m), tedy
vlastnost bezpamétovosti Ize zapsat jako

PX>m+n)=P(X>n)P(X>m)
(1-F(m+n))=(1-Fn)(1-F(m))

At X ~ Ge(p) je nahodna veli¢ina nad néjakym pravdépodobnostnim prostorem (Q, S, P). Aby
geometrické rozdéleni pravdépodobnosti bylo bezpamétové, muselo by tedy platit

(1-(1-(1-p)™")=(1-(1-(1-p))1-(1-(1-p)7))
(1-p)™"=(1-p)"(1-p)"

coz zfejmé plati, tedy geometrické rozdéleni pravdépodobnosti je bezpamétové.



Hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti

Nahodna veli¢ina X je nahodna veli¢ina s hypergeometrickym rozdélenim pravdépodobnosti
s parametry N, M, n € I, kde M, n <= N coz je psano jako X ~ Hg(N, M, n) pokud

() ()

e Vmax{0, n-(N-M)}<=k<=min{n, M}: p(k) = _(W)_

V kontextu hypergeometrického rozdéleni pravdépodobnosti ma parametr N vyznam poctu
elementd v néjakém souboru, parametr M znaci pocet téchto elementd, které maji néjakou
sledovanou vlastnost a n pocet vybért z daného souboru, pfi€emz po provedeni vybéru
element nevracime zpét do souboru. To je rozdil oproti binomickému rozdéleni, které by se
dalo vysvétlit obdobné, avsak s tim rozdilem, Ze po provedeni pokusu bychom element vratili
zpét do souboru (mohl by byt vybran i v dalSim pokusu). V pfipadé hypergeometrického
rozdéleni tedy existuje urcita zavislost mezi jednotlivymi provedenimi pokusu.

Diskrétni nahodna veliina s hypergeometrickym rozdélenim pravdépodobnosti popisuje, kolik
vybranych elementd z daného souboru ma danou sledovanou vlastnost.

Je tfeba zavést podminky M <= N, nebot pocet elementl s danou vlastnosti mlze byt nanejvys
roven poctu elementd v souboru, n <= N, nebot nanejvys mizeme ze souboru vybrat N

elementu, protoze vybrany element jiz nevracime zpét mezi ostatni.

Pravdépodobnostni funkce je definovana pro k splfiujici max{0, n - (N - M)} <= k <= min{n, M},
aby byla jednotliva kombinaéni Cisla korektni.

Pro stfedni hodnotu a rozptyl nahodné veli€iny X s hypergeometrickym rozdélenim
pravdépodobnosti plati:

e EX

n -

e DX

n .

z|= =|x

(- )4

Priklad. Mame deset karet, mezi nimiz jsou Ctyfi esa (A, A,, Az, A;). Zbytek karet ma jiné
ohodnoceni (7, 8, 9, J, Q, K). Vybirame bez vraceni do bali¢ku tfi karty. Méjme nahodnou
veli€inu X nad pravdépodobnostnim prostorem (Q, S, P), ktera udava, kolik z vybranych karet
odpovida esu.

ZFejmé
e [X=0]={789,78J,78Q, 78K, ...}
o [X=1]={A78,A,79,A,7J, ATQ, ...}
o [X=2]={AA7, AAS, AAY AAL, ..}
o [X=3]={AAA AAA, AAA, AAA,, ...}



Nahodna veli¢ina X je nahodnou veli€inou s hypergeometrickym rozdélenim pravdépodobnosti
X~ Hg(10, 4, 3), nebot vybirame z 10 karet (N = 10), pouze 4 karty maji sledovanou vlastnost
(M = 4) a vybirame pravé 3 karty bez vraceni (n = 3). Pravdépodobnostni funkce je tedy
nasledujici:

v0 <=k <=3 : p(k) (:)'(;k)
[ ] <= <= :p :_(T30')_

e nulova pro ostatni vstupy
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Pravdépodobnostni funkce p(x) tedy vypada takto:

(1,0.5)
(0,0.167) (2.03) »

L ' (3.0l033)
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N
o
=
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w

Distribuéni funkce F(x) tedy vypada takto:



(2,0.967)
(1,0.667) (3.1)

(0,0.167)

-1 0 1 2 3

Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti

Nahodna veli€ina X je nahodna veli€ina s Poissonovym rozdélenim pravdépodobnosti s
parametrem
A >0, coZ je psano jako X ~ Po(A) pokud

k

e VkE€E N:p(k)=%-e_7\

Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti popisuje po€et udalosti za jednotku €asu, pokud je
dan prdmérny pocet udalosti A za jednotku €asu. Jde o takové udalosti, které

nastavaji izolované (nemuze nastat ve stejny okamzik taz udalost vicekrat)

nastavaji nezavisle na sobé (jeden vyskyt udalosti neovliviuje dalSi vyskyty udalosti)
pravdépodobnost vyskytu udalosti v néjakém intervalu (t, t+h) zavisi na Sifce intervalu h,
nikoliv na umisténi intervalu v ramci ¢asové osy t

Procesu spliiujicimu tyto podminky se fika Poissonovsky proces.

Poissonovo rozdéleni Ize vztahovat k libovolné ¢asové jednotce, parametr A je vztazeny vuci ni.
Toto rozdéleni je mozné pouzit i pro jiné veli€iny, nez je €as, napfiklad pro vzdalenost.

Pro stfedni hodnotu a rozptyl nahodné veli€iny X s Poissonovym rozdélenim pravdépodobnosti
plati pfekvapuijici vztahy:

e EX=A\
e DX=A

Priklad. V nemocnici se narodi primérné tfi miminka za den. Narozeni miminek povazujeme za
Poissonovsky proces. Mé&jme nahodnou veli¢inu X nad pravdépodobnostnim prostorem (Q, S,
P), ktera udava, kolik miminek se v porodnici narodilo za den.

Zfejmé

0

e P(X=0)=p(0)==.e>=0.0498

0!



o P(X=1)=p(1)==3-.¢ " =0.1494

o P(X=2)=p(2)==<-.¢ " =0.2240

o P(X=3)=p(3)=3--¢ " =0.2240

o P(X=4)=p@d)==-.¢"=0.1680

[ ]

o P(X=20)=p(20)==— ¢ =7.1354 - 10"
o

Existuje tedy nenulova pravdépodobnost pro narozeni libovolného po¢tu miminek b&éhem dne.

Nahodna veli¢ina X je nahodnou veli€inou s Poissonovym rozdélenim pravdépodobnosti
X ~ Po(3). Jako jednotku jsme zvolili den. Pravdépodobnostni funkce je tedy nasleduijici:

k

o VkEN:pk)==--e

e nulova pro ostatni vstupy

-3

Cast pravdépodobnostni funkce p(x) tedy vypada takto:

(0.0.05) (1,0.1 w). (2.0224) ¢ (3.0224) & (4 (168) » (a‘u,m).

0 1 2 3 4

Cast distribuéni funkce F(x) tedy vypada takto:

(4,0.815) $——(5,0.016)

(3,0.647) —o-tl
2,0.423) ¢————
(1,0.199) (2, )

(0,0.05) —_—
!

0 1 2 3 4 5




Spojita nahodna veli€ina
At (Q, S, P) je pravdépodobnostni prostor a at X je nahodna veli¢ina nad timto

pravdépodobnostnim prostorem. X je spojita nahodna veli¢ina, pokud existuje realné
zobrazeni f : R — R takové, ze

e VxeER:f(x)>=0
o tedy funkce je v kazdém bodé nezaporna
b

e VabeRU/{»o -x}:a<b=>Pl@a<X<b)=[f(x)dx

o tedy pravdépodobnost, Ze nahodna veli¢ina nabyva hodnoty na néjakém
intervalu, je dana ur¢itym Newtonovym integralem funkce f pfes tento interval

Funkci f nazeveme funkci hustoty rozdéleni pravdépodobnosti. U diskrétni nahodné veli€iny

musel byt sou€et vSech nenulovych obrazl pravdépodobnostni funkce roven 1. Zde se
potykdme se spojitym oborem hodnot, tedy musi platit

b
lim Jf)dx = 1,

a —»—o0, b—oo

tedy urcity integral funkce f(x) pfes celou realnou osu musi byt roven 1.

PFi vyhodnocovani pravdépodobnosti, ze spojitda nahodna veli€ina nabyva hodnoty na né&jakém

intervalu (a, b), <a, b), (a, b>, <a, b> jsou oteviené a uzaviené intervaly zaménitelné. Stejné tak

jsou zameénitelné ostré a neostré relace usporadani <, >, <=, >= | tedy
P@<X<b)=Pa<=X<b)=P(a<X<=b)=P(a<=X<=b)

proa<b.

U spojité nahodné veliCiny typicky vyjadfujeme pravdépodobnost, Ze veli€ina nabyva néjaké

hodnoty na intervalu. Pravdépodobnost, Ze spojita nahodna veliina nabyva jedné konkrétni
hodnoty, je vzdy nulova:

P(X=a)=P(a<=X<=a)= }f(x) dx = F(a) - F(a) = 0,

kde F(x) je primitivni k f(x).

At (Q, S, P) je pravdépodobnostni prostor a at' X je spojita nahodna veli€ina nad timto
pravdépodobnostnim prostorem. Podobné jako u diskrétnich nahodnych veli€in definujeme
(kumulativni) distribuéni funkci spojité nahodné veliiny X F(x) jako



F(x) = P(X <= X),

tedy pravdépodobnost, Ze spojitda nahodna veli€ina X nabyva hodnoty niz8i nez X. Tu
definujeme pomoci integralu:

F(@a)=P(X<=a)=P(-»<X<a)= } f(x)dx

—00

Jinak fe€eno, integrujeme funkci hustoty rozdéleni pravdépodobnosti pfes realnou osu od -~ az
do bodu a.

Pro distribu¢ni funkci plati:

o F’(x)=1f(x)
o tedy hustota rozdéleni pravdépodobnosti spojité nahodné veli€iny je derivaci
distribu¢ni funkce
lim,..F(x)=0
lim,_. F(x) =1
F(x) je neklesajici funkce
P(X <=a)=F(a)
P(X>=a)=1-F(a)
P(@a<X<b)=P(X<b)-P(X<a)=F(b)-F(a)

Charakteristiky spojitych nahodnych veli¢in

At (Q, S, P) je pravdépodobnostni prostor a at' X je spojitd nahodna veli€ina nad timto
pravdépodobnostnim prostorem. Zatimco u diskrétnich nahodnych veli€in se stfedni hodnota a
rozptyl poéitaly pomoci sumy, v pfipadé spojitych nahodnych veli€in vyuZijeme integraci

Stiedni hodnota. Definujeme stfedni hodnotu EX:

[oe]

EX = [ x - f(x)dx

—00

Rozptyl. Definujeme rozptyl DX:

[o2] [ee]

DX = [ (x — EX)’- f)dx = [ X+ fx)dx — (EX)’
Vyznamna spojita rozdéleni pravdépodobnosti

At (Q, S, P) je pravdépodobnostni prostor a at’ X je spojita nahodna veli€ina nad timto
pravdépodobnostnim prostorem.



Spojité rovnomérné (uniformni) rozloZeni pravdépodobnosti

Spoijita nahodna veli¢ina X je nahodna veli€ina se spojitym rovhnomérnym rozdélenim
pravdépodobnosti s parametry a, b € R, kde a < b, coz je psano jako X ~ Uni(a, b) pokud

e VXER:a<=x<=b=f(x)=

1
b—a
e jinak je hodnota hustoty rozdéleni pravdépodobnosti nulova

Jde o takovou spojitou nahodnou veli€inu, kde je hustota rozdéleni pravdépodobnosti na
intervalu <a, b> konstantni a vSude jinde je nulova. To znamena, Ze pokud <a,, b;>, <a,, b,>
jsou dva podintervaly intervalu <a, b> takové, Zze b, -a, = b, - a,, pak P(a; < X < b;) =P(a, < X <
b,), tedy pravdépodobnost, Ze spojitd nahodna velic¢ina nabyva hodnoty z prvniho intervalu je
stejna, jako ze nabyva hodnoty z druhého intervalu.

Distribuéni funkci F(x) Ize vyjadfit Vx € R jako:

e x<a=Fx)=0
e a<=x<b=F(\x)=

o b<=x=Fx)=1

x—a
b—a

Pro stfedni hodnotu a rozptyl nahodné veli€iny X se spojitym rovnomérnym rozdélenim
pravdépodobnosti plati:

° EX:aTJ'_b
e DX=lzo

Priklad. Starozitné kukacky se dopusti jediného mohutného zakukani kazdych 15 minut. Sténé
vbéhne do staroZitnictvi v nahodny okamzik a vypladené utece, jakmile kukacky zakukaji.
Méjme nahodnou veli€¢inu X nad pravdépodobnostnim prostorem (Q, S, P), ktera udava dobu
¢ekani na zakukani kukacek.

Nahodna veli€ina X je spojitou nahodnou veliinou se spojitym rovhomérnym (uniformnim)
rozdélenim pravdépodobnosti X ~ Uni(0, 15).

Plati Vx € R:

x<0=f(x)=0
0<=x<=15=f(x) =1/15
x>15=1x)=0

x<0=F(x)=0
0<=x<=15= F(x) =x/15
x>15= F(x)=1



Muzeme spocitat napfiklad:

e pravdépodobnost, Zze Sténé stravi ve starozitnictvi méné nez 2 minuty
o P(X<=2)=F(2)=2/15
e pravdépodobnost, Ze §téné stravi ve staroZitnictvi vice nez 10 minut
o P(X>=10)=1-P(X<=10)=1-F(10)=1/3
e pravdépodobnost, Ze §téné stravi ve starozitnictvi méné nez 8, ale vice nez 5 minut
o P(b<=X<=8)=F(8)-F()=8/15-5/15=1/5
e pravdépodobnost, Ze &té€né ve staroZitnictvi stravi pfesné 2 minuty
o P(2<=X<=2)=F(2)-F2)=0
e pravdépodobnost, ze §téné ve starozitnictvi stravi ¢as mezi 2 minutami a 2 minutami a 1
sekundou
o P(2<=X<=2+1/60)=F(2+ 1/60) - F(2) = 1/900

Cast funkce hustoty rozdéleni pravdépodobnosti f(x) tedy vypada takto:

0:2

(0,0.0667) (15, 0.0667)

0 5 10 15

Cast distribuéni funkce F(x) tedy vypada takto:

(0,0) /o—

Exponencialni rozdéleni pravdépodobnosti

Spojita nahodna veli€ina X je nahodna veli€ina s exponencialnim rozdélenim
pravdépodobnosti s parametrem A > 0, cozZ je psano jako X ~ Exp(A) pokud Vx € R:

o x<0=f(x)=0
e x>=0=f(x)=Ae™

Jde o takovou spojitou nahodnou veli€inu, kde parametr A popisuje primérny pocet udalosti
za jednotku ¢asu, pficemz udalosti splnuji vlastnost Poissonova procesu:



nastavaji izolované (nemuze nastat ve stejny okamzik taz udalost vicekrat)

nastavaji nezavisle na sobé (jeden vyskyt udalosti neovliviuje dalsi vyskyty udalosti)
pravdépodobnost vyskytu udalosti v néjakém intervalu (t, t+h) zavisi na Sifce intervalu h,
nikoliv na umisténi intervalu v ramci Casové osy t

Spojitd ndhodna veli€ina X s exponencialnim rozdélenim pravdépodobnosti tedy popisuje, jaka
je pravdépodobnost, ze doba mezi dvéma udalostmi, které se odehraji po sobé, bude z
néjakého intervalu <a, b>.

Toto rozdéleni je svazano s diskrétnim Poissonovym rozdélenim pravdépodobnosti. Zatimco
Poissonovo rozdéleni popisuje pocet udalosti za jednotku €asu, exponencialni rozdéleni
popisuje dobu ¢ekani mezi dvéma takovymi udalostmi. V pfipadé Poissonova rozdéleni i v
pfipadé exponencialniho rozdéleni je parametr A primérny pocet udalosti za jednotku Casu.

Distribucni funkci F(x) Ize vyjadfit Vx € R jako:

e x<0=Fx)=0
o x>=0=>Fx)=1-e™

Pro stfedni hodnotu a rozptyl nahodné veli€iny X s exponencialnim rozdélenim
pravdépodobnosti plati:

e EX

1
A
e DX=-=2

}\2

Exponencialni rozdéleni se nékdy obecnéji definuje jako rozdéleni se dvéma parametry X ~
Exp(A, a), kde novy parametr a >= 0 vyjadfuje spodni hranici doby mezi dvéma udalostmi, tedy
doba mezi dvéma udalostmi v takovém pfipadé nemuze byt z intervalu <0, a) pro a > 0. Jde o
posunuté exponencialni rozdéleni. V takovém pfipadé Vx € R:

o Xx<a= f(x)

=0
e x>=a=f(x)=

)\e—)\(x—a)

e x<a=Fx)=0
e X>=g= F(X)= 1 - eMx2a)

Priklad. Jednosmérkou projizdi automobily. Prijezd téchto automobil(i povazujeme za
Poissonovsky proces. Primérna doba mezi prijezdem dvou automobil(i jednosmérkou ¢&ini 12
minut. Mé&jme nahodnou veli€inu X nad pravdépodobnostnim prostorem (Q, S, P), ktera udava,
jaka doba ubéhne mezi prijezdem dvou automobilll jednosmérkou.



Nahodna veli€ina X je spojitou nahodnou veliinou s exponencialnim rozdélenim
pravdépodobnosti

X ~ Exp(1/12), nebot pracujeme s minutami jakozto s jednotkou. Udalost nastava primérné po
12 minutach, tedy za 1 minutu praimérné nastane 1/12 udalosti priijezdu automobilu
jednosmérkou.

Pozn.: Mizeme samozriejmé vybrat jinou jednotku, napfiklad hodiny. Poté pracujeme s
nahodnou veli¢inou s exponencialnim rozdélenim pravdépodobnosti Y ~ Exp(5), nebot za
hodinu primérné nastane téchto udalosti 5. Pri praci s hustotou rozdéleni pravdépodobnosti a s
distribucni funkci poté musime myslet na to, jaké jednotky jsme zvolili, a dosazovat do téchto
funkci argumenty pfevedené na tuto jednotku.

Plati vVx € R:

e x<0=1f(x)=0

° 0<=X=>f(x)=1_12.

e x<0=Fx)=0

1

e 0<=x2>F(x)=1—e %

Pro kazdy neprazdny interval na kladné poloose realnych Cisel tedy existuje nenulova
pravdépodobnost, Ze doba mezi prijezdem dvou automobil(l jednosmérkou bude pravé v tomto
intervalu.

Muzeme spocitat napriklad:

e pravdépodobnost, Ze dva automobily po sobé projedou za méné nez 12 minut
o P(X<12)=F(12)=1-¢e("2°12=1-1/e =0.63212
e pravdépodobnost, Ze dva automobily po sobé projedou za vice nez 12 minut
o PX>12)=1-F(12)=e""212=1/e = (0.36788
e pravdépodobnost, Ze dva automobily po sobé projedou v intervalu mezi 1 a 2 minutami
o P(1<X<2)=F(2)-F(1)=0.07356
e pravdépodobnost, Ze dva automobily po sobé projedou v intervalu mezi 11 a 12
minutami
o P(11<X<12)=F(12)-F(11)=0.03197
e pravdépodobnost, Ze dva automobily po sobé projedou v intervalu mezi 111 a 112
minutami
o P(111<X<112)=F(112) - F(111) = 0.00000768

V pfipadé spojité nahodné veli¢iny Y ~ Exp(5), kde jako jednotku pouzivame hodiny, bychom
nékteré predchozi vypocty vyjadrili takto:

e pravdépodobnost, Ze dva automobily po sobé projedou za méné nez 12 minut



o 12 minut je 1/5 hodiny
o P(Y<1/5)=F(1/5)=1-e® " =1-1/=0.63212
e pravdépodobnost, Ze dva automobily po sobé projedou v intervalu mezi 1 a 2 minutami
o 1 minuta je 1/60 hodiny, 2 minuty jsou 1/30 hodiny
o P(1/60 <Y < 1/30) = F(1/30) - F(1/60) = (1 - &® %) - (1 - @® 160) = (5160 _ g-()
1830 = 0.07356

Vysledky jsou stejné jako v pripadé spojité nahodné veliciny X.

Cast funkce hustoty rozdéleni pravdépodobnosti f(x) tedy vypada takto:

Cast distribuéni funkce F(x) tedy vypada takto:

(0,0)

Exponencialni rozdéleni pravdépodobnosti je jediné spojité rozdéleni pravdépodobnosti, ktere

ma vlastnost bezpamétovosti, jez je vyznamna v Markovskych procesech:
PX>m+n|X>m)=P(X>n)

Na zakladé viastnosti memorylessness plati nasledujici: (k =m, t =n)



Mc./ \JLJ‘I'W\F" NMYUU.S.SMSS A PX > ke | X>kD=(Px> '%)
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/ R > kit e |

(X> k| X5 kst - PX =kst
Fsloket [xoi) = ) )
PK7k)

P> k-l-ﬂ - S P (X‘>L<-d') = PIX>1) P[)() k)
P o

Potom tedy muzeme psat:

—
—

P(X >m +n) = P(X > n)P(X >m)
(1-F(m+n))=(1-F(n))(1-Fm))

At X ~ Exp(A) je ndhodna veli¢ina nad néjakym pravdépodobnostnim prostorem (Q, S, P). Aby
exponencialni rozdéleni pravdépodobnosti bylo bezpamétové, muselo by tedy platit

(1-(1-eXmm)) = (1-(1-&™)(1-(1-&")
e—)\(m +n) — e—)\ne—Am

coz zfejmé plati, tedy exponencialni rozdéleni pravdépodobnosti je bezpamétové.

Normalni (Gaussovo) rozdéleni pravdépodobnosti

Spoijita nahodna veli€ina X je nahodna veli€ina s normalnim rozdélenim pravdépodobnosti s
parametry y, 0> € R, %> 0, coz je psano jako X ~ N(, 0?) pokud VX € R:

—( _X)z
1 e 2'0‘2

* f(x) = -
2-mo

Jde o nejvyznamnéjsi rozdéleni pravdépodobnosti, které popisuje velké mnozstvi realnych jeva.
Pomoci néj Ize také za urcitych okolnosti pomérné pfesné aproximovat rizna dalSi rozdéleni
pravdépodobnosti.

Distribuéni funkce normalniho rozdéleni je vy$Si transcendentni funkce, tedy neni mozné ji
vyjadfit pomoci kone¢né mnoha slozeni elementarnich funkci. Hodnoty distribu¢ni funkce
normalniho rozdéleni se aproximuji pomoci numerickych metod.

Parametru u se fika stredni hodnota normalniho rozdéleni a uréuje bod, kde f(x) dosahuje
maxima. Parametr o2 je rozptylem normalniho rozdéleni a vyjadfuje, jak moc jsou vysoké
hodnoty funkce hustoty rozdéleni pravdépodobnosti rozptyleny kolem stfedni hodnoty.



Pro stfedni hodnotu a rozptyl nahodné veli€iny X s normalnim rozdélenim pravdépodobnosti
tedy plati:

e EX=yp
e DX=0?

V tomto pfipadé jsou stfedni hodnota a rozptyl pfimo parametry rozdéleni.

Pravidlo tii o (tfi sigma). At X je spojitd nahodna veli€ina s normalnim rozdélenim
pravdépodobnosti

X ~ N(u, 02). Pravidlo tfi sigma fika, Ze pravdépodobnost, Ze nahodna veli¢ina X nabyva
hodnoty z intervalu

e <y-0, y+o> je asi 68,27 %
e <y-20, y+20> je asi 95,45 %
e <p-30, uy+30> je asi 99,73 %

Priklad. M&jme tfi spojité nahodné veliCiny X ~ N(2, 4), Y ~ N(2, 16), Z ~ N(2, 1). Grafy hustoty
rozdéleni pravdépodobnosti téchto spojitych nahodnych veli€in jsou z&asti vyobrazeny na
nasledujicim obrazku

(X je vyznaceno modfie, Y zelené, Z fialove):

0:3

0.2

Je zfejmé, ze v bodé [2, f(2)] nabyvaiji vSechny funkce maxima, nebot vSechny tyto veliiny maji
stfedni hodnotu 2. Nizsi rozptyl znaci vy$si kumulaci pravdépodobnosti u stfedni hodnoty a
naopak.

Nasledujici graf ukazuje ¢ast numericky spocitané distribu¢ni funkce téchto spojitych
nahodnych velicin:



Standardizované normaini rozdéleni pravdépodobnosti

Standardizované normalni rozdéleni pravdépodobnosti je rozdéleni U ~ N(0, 1), tedy odpovida
spojité nahodné veli¢iné s normalnim rozdélenim pravdépodobnosti, kde y =0, > = 1.
Distribuéni funkce spojité nahodné veli€iny se standardizovanym normalnim rozdélenim
pravdépodobnosti se znaci ®(x) a hodnoty této funkce se nachazeji v statistickych tabulkach.

Pro stfedni hodnotu a rozptyl nahodné veli€iny X se standardizovanym normalnim rozdélenim
pravdépodobnosti plati:

e EX=0
e DX=1

Motivaci za standardizovanym normalnim rozdélenim pravdépodobnosti je fakt, Ze kazda
spojita nahodna veliina s normalnim rozdélenim pravdépodobnosti je pfevoditelna na spojitou
nahodnou veli¢inu se standardizovanym normalnim rozdélenim pravdépodobnosti. Pfi béznych
vypoctech je tedy mozné kazdou veli¢inu X ~ N(u, 0?) prevést na U ~ N(0, 1) a hodnoty
distribu¢ni funkce ®(x) vycist z tabulek.

At U ~ N(0, 1) je spojita nahodna veli€ina se standardizovanym normalnim rozdélenim
pravdépodobnosti a at X ~ N(u, 0?) je spojitd nahodna veli¢ina s normalnim rozdélenim
pravdépodobnosti. Pak plati:

u =4

o

PX < b) = PU < 224 = o222

o

1 — o=

P(X>a)=P(U>%
b

P(a < X< b) = P(a;u < U < _“) — q)(b;uc)_ q)(a;u)




Na nasledujicim obrazku Ize vidét ¢ast grafu funkce hustoty rozdéleni pravdépodobnosti f(x)
standardizovaného normalniho rozdéleni pravdépodobnosti U ~ N(0, 1). VSimnéme si pravidla
tfi sigma (intervaly <-1, 1>, <-2, 2>, <-3, 3>):

Na nasledujicim obrazku Ize vidét ¢ast grafu distribu¢ni funkce F(x) standardizovaného
normailniho rozdéleni pravdépodobnosti U ~ N(0, 1):

0.5

Nékteré dalsi méné obvyklé Ciselné charakteristiky

At (Q, S, P) je pravdépodobnostni prostor a at X je nahodna veli¢ina nad timto
pravdépodobnostnim prostorem.

Sikmost. Sikmost nahodné veliginy X je Siselna charakteristika a;(X), ktera popisuje miru
nesymetrie nahodné veliiny. Pokud jsou hodnoty nahodné veli€iny symetricky rozprostfeny
kolem stfedni hodnoty, pak je Sikmost nahodné veli€iny nulova. Kladné hodnoty Sikmosti
vyjadtuji, ze vpravo od stfedni hodnoty se vyskytuji odlehlej$i hodnoty (pravy ocasek), u
zaporné hodnoty Sikmosti plati totéZ pro hodnoty vlevo od stfedni hodnoty (levy ocasek).
Sikmost Ize vypoéitat jako:

E[X — E(X)]
a.(X) = EX-EQO]
3 /(DX)3



Pro spojitou nahodnou veli¢inu X ~ N(4, 02) s normalnim rozdélenim pravdépodobnosti vzdy
plati, ze jeji koeficient Sikmosti je nulovy, nebot funkce hustoty rozdéleni pravdépodobnosti je
symetricka kolem stfedni hodnoty.

E[X — ECX)] E[X —p]° E[oU]’ g[ur’ 3
a,() = ZEEOL o A _ HoUl _ 28U gy = o
(DX) o (e} o

Pro spojitou ndhodnou veli€¢inu s exponencialnim rozdélenim pravdépodobnosti X ~ Exp(A)
napriklad plati, ze a;(X) = 2, tedy koeficient Sikmosti je stale stejny nehledé na parametr A. Na
grafu funkce hustoty rozdéleni pravdépodobnosti spojité nahodné veli€iny X ~ Exp(1) Ize vidét,
Ze vpravo od stfedni hodnoty (vyznaceno cervené) se nachazi odlehlejsi hodnoty:

.
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Spiéatost. Spitatost nahodné veliginy X je &iselna charakteristika a,(X) (nékdy téz Kurt(X) z
feckého kurtosis), ktera popisuje koncentraci hodnot blizko priméru a dale od néj, neni to vSak
totéZ jako rozptyl. Spi¢atost se pouziva pro porovnavani rozdéleni pravdépodobnosti s
normalnim rozdélenim, které ma Spicatost 3.

Obecny moment. K-ty obecny moment nahodné veli€iny X je Ciselna charakteristika |’
definovana jako



W' = E[XY,
pokud dana stfedni hodnota existuje.

Centralni moment. K-ty centralni moment nahodné veli€iny X je Ciselna charakteristika
definovana jako

b = E[X- E[X]],
pokud dana stfedni hodnota existuje. VSimnéme si, Ze rozptyl je druhym centralnim
momentem nahodné veliginy, Sikmost je tfetim centralnim momentem délenym (DX)*? a

$piCatost je étvrtym centralnim momentem délenym (DX)2.

Pokud v textu najdete chybu, nebudete nééemu rozumeét nebo budete mit dojem, Ze by bylo
vhodné néco dopinit, kontaktujte na discordu uZivatele kocotom.
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