42. Lambda kalkul (definice vSech
pojmu, operaci...).

Odkaz na video: SZZ : L ambda kalkul - Gvod

Video pokryva témata: Lambda kalkul. Lambda vyraz. VVolné a vazané proménné. Substituce.
Alfa konverze. Beta redukce. Eta redukce. Relace identity, relace rovnosti, relace Sipky.
Prejmenovani lambda vyrazi. Normalni forma lambda vyrazu. Posloupnost redukci v
normalnim poradi. Vztah Turingovych strojii a lambda kalkulu. Nerozhodnutelné problémy
lambda kalkulu.

Zakladni pojmy

Lambda kalkul (A-kalkul) je vypocCetné uplny pfepisovaci systém. Je formalni bazi nékterych
funkcionalnich jazykd, jako je Haskell.

Mé&jme libovolnou spocetnou mnoZzinu proménnych X. Pomoci ni rekurzivné definujeme
mnozinu vSech lambda vyraz(i A nad mnozinou X nasledovné:

o XEX=2XEA
o tedy samotna proménna je lambda vyrazem
e ABEAN=(AB)EA

o lambda vyrazu (A B) budeme fikat aplikace
o lambda vyraz A je aplikovany na lambda vyraz B

o XEXNAEAN=AX.A)EA
o lambda vyrazu (A x . A) budeme fikat abstrakce

o Vv lambda abstrakci (A x . A) Cast x nazveme hlavickou lambda abstrakce, Cast A
télem lambda abstrakce

Kazdy lambda vyraz nad mnozZinou proménnych X je tedy textovy fetézec, ktery ze sklada z
elementd mnoziny X, z kulatych zavorek, teGek, mezer a symboll A. Retézec takovych symboll

je lambda vyrazem tehdy, pokud je mozZné jej zkonstruovat pomoci vySe uvedenych pravidel.

Pro mnoZinu proménnych X = {a, b, c} mdzeme zkonstruovat napfiklad nasledujici lambda

vyrazy:
e a
e Db
e C
e (ab)

(@ b) b)


https://youtu.be/8Z_sosW2dgU

(Ac.c)

(Ac.((@ab)c)

(Ac.(((ab)c)b))

(Ac. (((ab)c) b)) ((ab)b)
(Aa.(Ac.(((ab)c)b)) ((ab)b)
Ab.(Aa.(c.(((ab)c)b))) ((ab)b)

Konvence. Vzhledem k netinosnému mnoZzstvi zavorek zavadime nékolik konvenci
e uzavorkovani vicenasobné aplikace

o opakovanou aplikaci ( ... (((A1Az) As) Az) ... A,) Ize zjednoduSené zapsat bez
zavorek jako A; Az Az ... A,

o jednotlivé aplikace musi byt plivodné& uzavorkované zleva tak, jak je naznaceno
vyse

o neplati tedy napfiklad ((A1 Az) (As Az)) = A1 Az As Ay, nebot’ A; Az As Az = (AL A2)
As) As)

e odstranéni vnéjSich zavorek na nejvyssi urovni lambda vyrazu

o misto (A1 Ay) Ize psat A; A,

o misto (AX. (A1 Az As ... A,)) Ize psat A x. A; A, As ... A, tedy uzavorkované
nemusi byt ani télo lambda abstrakce, pokud jde o lambda abstrakci ha nejvyssi
arovni

e zjednodusSeny zapis vicenasobné abstrakce

o mistoAX;.(AX2. (AXs. (... (AX,. E)...))) Ize psat (A X1 Xz X3 ... X, . E), tedy

takto zjednodusené vyjafime lambda abstrakci s vy$Sim mnoZstvim proménnych

At E je néjaky lambda vyraz nad mnozinou proménnych X. At x € X je proménna, ktera se v
tomto lambda vyrazu E vyskytuje. Proménnou x v tomto jejim konkrétnim vyskytu oznaCime za
vazanou proménnou, pokud se nachazi v téle néjaké lambda abstrakce, v jejiz hlavicce se
rovnéz vyskytuje. Jinak ji oznacime za volnou proménnou. Pokud je proménna vazana, pak se
vaze k nejblizsi hlavicce, v niz se vyskytuje.

V jednom lambda vyrazu se mize tato proménna x € X vyskytovat vicekrat, v ramci rliznych
vyskytdl mGze byt volnou proménnou, jinde vazanou.
e X
o vtomto lambda vyrazu je modfe vyznacena proménna x volnou proménnou
e AX.X
o vtomto lambda vyrazu je modfe vyznac¢ena proménna x vazanou proménnou
e AX.XY
o vtomto lambda vyrazu je modfe vyznacen& proménna x vazanou proménnou,
zatimco Cervené vyznatena proménna y je volnou proménnou
e (AX.X)Xx
o vtomto lambda vyrazu je modfe vyznac¢ena proménna x vazanou promeénnou,
zatimco Cervené vyznaCend promeénna x je volnou proménnou
o (Ax.x(Ax.X)X)X



o vtomto lambda vyrazu je modfe vyznacena proménna x vazanou promennou,
pficemz je vazana k zelenému vyskytu proménné x v hlavi¢ce

o vtomto lambda vyrazu je Cervené vyznaCend proménna x vazanou promeénnou,
pficemz je vazana k zlutému vyskytu proménné x v hlavi¢ce

Méjme libovolnou spocetnou mnoZzinu proménnych X. At dale A je mnoZina vSech lambda
vyraz( nad mnoZinou proménnych X. Definujeme zobrazeni FV : A = 2%, které zobrazuje
lambda vyraz na mnoZzinu volnych proménnych v tomto lambda vyrazu, takto:
e proménnax € X
o FV(x) = {x}
o Vv lambda vyrazu x je jedina volna proménna, kterou je pravé x
e aplikace (AB),A,BEA
o FV(AB)=FV(A) u FV(B)
o funkci pocitajici volné proménné propagujeme dovnitf aplikace, postupné na obé
slozky aplikace
e abstrakce(Ax.A),xXEX,AEAN
o FV(Ax.A) =FVA)\{}

o funkci pocitajici volné proménné propagujeme dovnitf téla abstrakce, oviem z
vysledku odstranime proménnou X, kterd zde neni volna

At A, B jsou lambda vyrazy a at x je proménnda. Substituci budeme rozumét operaci zapsanou
jako A[BIx], ktera v lambda vyrazu A nahradi vSechny volné vyskyty proménné x za lambda
vyraz B. Provedend substituce musi byt platna, tedy Zadnéa volna proménna v lambda vyrazu B
se nesmi stat vdzanou proménnou v lambda vyrazu A[B/X].

Pfi provadéni substituce mlze dojit k nasledujicim pripadim:
e proménnax € X
o substituce x[A/x]
m X[A/X]=A
m v lambda vyrazu x je x volna proménna, tedy ji nahradime za lambda
vyraz A
o substituce x[Alz]
m Xx[A/lz] =X
m v lambda vyrazu x neni Zzadna volna proménna z, tedy efektivné k nicemu
nedojde, substituce je oviem platna
e aplikace (AB),A,BEA

o substituce (A B)[CIX]
m (A B)[C/X] = (A[C/X] B[C/X])
m substituci propagujeme dovnitf lambda aplikace
e abstrakce(Ax.A),xXEX,AEAN

o substituce (A x . A)[B/x]



B AX.A)BX=AXx.A)

m v lambda vyrazu (A x . A) nikdy neexistuje volny vyskyt proménné x,
nebot x je v hlavicce této lambda abstrakce, tedy se efektivné nic
nestane, ackoliv je substituce platna

o substituce (A x . A)[Bly]
B (AXx.A)Bly]=(x.ABlY])

®  musi ovSem platit, Ze X # y a navic X neni volné v B

m substituce se propaguje dovnitf téla lambda abstrakce, ovSem musi byt
platna

To si demonstrujeme na pfikladech:
o (XXX =x[yX] x[y/x]=yy
o v lambda vyrazu x x jsme nahradili volné vyskyty proménné x za y, tedy
vysledkem je lambda vyraz y y
e X[y/z]=x
o v lambda vyrazu x jsme nahradili volné vyskyty proménné z za y, tedy vysledkem
je lambda vyraz x, efektivné k ni¢emu nedoslo
o (AX.X)[yX]=(AXx.Xx)
o X jevramcitéto lambda abstrakce vazanou proménnou, efektivné k nicemu
nedoslo
o Ax.Y)(z2)ly]=AXx.(z2)
o nabhradili jsme y za (z z), nebot’ y je zde volna proménna
o (Ax.y)(xx)y]
o nelze provést, protoZe volné proménné x v lambda vyrazu (x x) by se staly
vazanymi proménnymi a substituce by nebyla platha
o Ax.y(Az.z2)xy)(Az.z2)ly]=Ax.(Az.zz)(Az.22)x(Az.22)

At A x . A je lambda vyraz nad mnozinou proménnych X ve tvaru abstrakce aat'y € X je
proménna. Alfa konverzi (a-konverzi) rozumime operaci pfejmenovani proménné v hlavi¢ce

lambda abstrakce, kterou zapisujeme nasledovné: A x . A =, Ay . A[y/x], tedy:

e zaménime proménnou v hlaviéce lambda abstrakce
e provedeme substituci A[y/x] v téle abstrakce
o veskeré volné vyskyty proménné x ve vyrazu A zaménime za y
o musi jit o platnou substituci
Lambda vyraz, na n&jz je mozné aplikovat alfa konverzi, nazveme alfa redex.

Provedeni alfa konverze ukazme na prikladech:
o AX.X=4AYy.y

e AX.AY.Y)X=Ay.AYy.Y)Y
[ ] AX.yX-)a)\y-yy

o nelze provést, volna proménnd y v téle lambda abstrakce by se stala vazanou a
substituce by nebyla platna



¢ AX.YyXYY=4,AX.zX2zz
o nelze provést, alfa konverze slouzi vyhradné pro pfejmenovani proménné v
hlavicce lambda abstrakce, nikoliv k pfejmenovani volnych proménnych
[ J X =4 y
o nelze provést, toto neni alfa konverze, ale obyCejna substituce x[y/x] =y
o AX.AYy.X)=4Ay.(Ay.Yy)
o nelze provést, nebot x bylo plivodné vazano na vnéjsi hlavicku a po konverzi
bylo zachyceno vnitfni hlavickou
¢ AX.AY.YyX)X=2,AZ. AYy.YZ2)Z24AZ. AX.XZ)Z=2Ay.(AX.XY)Y

o takto jsme elegantné prohodili nazvy proménnych x a y prostfednictvim tfeti
pomocné proménné, aniz bychom provedli neplatnou substituci

At (A x . A) B je lambda vyraz ve tvaru aplikace, kde prvni ze sloZek aplikace je lambda
abstrakci. Beta redukci (B-redukci) rozumime operaci aplikace lambda vyrazu B na abstrakci,

kterou Ize chapat jako zavolani funkce pro néjaky argument. Zapisujeme ji nasledovné: (A x . A)
B —¢ A[BI/x], tedy:
e spotiebujeme proménnou v hlavi€éce lambda abstrakce
e v téle lambda abstrakce provedeme substituci A[B/x]
o veskeré volné vyskyty proménné x ve vyrazu A zaménime za B

o musi jit o platnou substituci
Lambda vyraz, na néjz je mozné aplikovat beta redukci, nazveme beta redex.

Provedeni beta redukce ukazme na prikladech:
e (AX.X)y=py
o spotfebovali jsme x v hlavicce lambda abstrakce a volné vyskyty x v téle lambda
abstrakce jsme nahradili za 'y
o AX.X(AX.X)Yy=p Y(AX.X)
o stejny pfipad, vSimnéme si ale, Ze jsme nahradili pouze volné vyskyty x
AX . XXX)AX . XXX)=2g(AX.XXX) (AX.XXX)(AX.XXX)
AXYZzZ.XZYX)(AX.XX)=28AyzZ.(AX.XX)ZYy (AX.XX)

o (Axy.xyy)(yy)=pAy.(yy)lyy
o nelze provést, nebot volna proménnda y se stala vazanou
o AXYy.xyy)(yy)2>a«Axz.x22)(yy)=2pAz.(yy)zz
o pomohli jsme si alfa konverzi, abychom mohli provést beta redukci

At A x . A x je lambda vyraz ve tvaru abstrakce, jejiz télo je aplikaci, kde na poslednim misté
stoji pravé proménna dand hlavickou dané lambda abstrakce. Eta redukci (n-redukci)
rozumime operaci, kterou lze chapat jako odstranéni prebyte€ného argumentu lambda
abstrakce. Zapisujeme ji nasledovné:

AX.AX=,A, tedy:



odstranime hlavi€ku lambda abstrakce i odpovidajici proménnou z konce téla
lambda abstrakce

X nesmi byt volna proménna v samotném lambda vyrazu A

jde o specialni operaci pro zjednoduSeni lambda vyrazu, kterou Ize skute¢né pouZzit jen v
pripadé, kdy se potykame s lambda vyrazem ve tvaru A x . A X

intuice je takovd, Ze pokud bychom se potykali s aplikaci (A x . A x) B, pomoci beta

redukce bychom tak jako tak obdrzeli (A x . A x) B =g A B, tedy nema vyznam
proménnou X pouzit, ponechame pouze A, rovnou lze vytvéaret aplikace typu A B

Lambda vyraz, na néjz je mozné aplikovat eta redukci, nazveme eta redex.

Provedeni eta redukce ukazme na pfikladech:

AX.YyYyX=yyy
AX.Ay.Az.2)y)x=>yAy.Az.2)y—=>,Az.2z

o ulambda vyrazu (A z . z) nelze eta redukci provést, ackoliv by se mohlo zdat, Ze
ano, ovsem nemame definovano nic jako prazdny lambda vyraz, ktery by byl
vysledkem

AX.XYyYy-=nyy
o nelze provést, proménna x musi byt na konci téla lambda abstrakce
Ax.y(yx)=,yy
o nelze provést, zde je na konci téla aplikace (y x), nikoliv x
Az.zyzz-,z2yz
o nelze provést, proménnd z je volna v lambda vyrazu z y z z, z vdzané
proménné se stala volna proménné
AXyz.zyx-,Ayz.zy
o nelze provést, protoZze AXy z.zy x je zkratka pro lambda vyraz A x . (Ay . (A
z . z y x)), tedy télo této lambda abstrakce nema tvar néjaké aplikace, kde
posledni element je proménna X, télo této lambda abstrakce je jind lambda
abstrakce
AXYZ.XYZ=3AXY.XY =1 AX.X
o lze provést, nebot Axyz.xyz=Ax.(Ay.(A z.xy z)), takZze zde provadime n
redukce zevnitf

At A, B jsou dva lambda vyrazy. Tyto lambda vyrazy mohou byt v relaci

identity =
o A, B jsou dva zcela identické textové fetézce (Cisté na syntaktické Urovni)
O AX.XYEAX.XY

rovnosti =



o lambda vyrazy A, B se rovnaji (jsou v relaci =) tehdy, pokud existuji lambda
vyrazy Eq, Ej, Es, ..., Enq, E, takové, Ze A= E;, B=EE,adale VO <k<=n:E;
~x Ex, kde ~¢ je vzdy néktera z nasledujicich relaci:

B 2y =g 2y Co Cp S

o tedy postupnym provadénim alfa, beta, eta redukci v réiznych smérech je mozné
dospét z lambda vyrazu A k lambda vyrazu B

o AyX.yyx)(Aw.w)=Ayz.Ax.x)z) (AX.xX), nebot

B AYX.YYX)AW. W) =g AX. AW. W)AW. W) X=>nAw.w)Aw.w)—gAw.
w

B AW. W AX . X AZ. AX.X)ZgAyz.(AX.X)2Z) (AX.XX)

o lambda vyrazy A, B jsou v relaci = tehdy, pokud existuji lambda vyrazy E,, E;,

E,, ..., E.1, E, takové, Zze A = E;, B = E,, a dale V1 <=k <=n: E,; ~ Ex, kde ~
je vzdy jedna z nasleduijicich relaci:
B g p,

o podobny pfipad jako relace =, jen s tim rozdilem, Ze povolujeme pouze jednotlivé
konverze smérem doprava
Ayx.yyx)(Aw.w) - Aw.w, nebot

O

B AYyX.YYX)Aw.w) =g AX. Aw.Ww)Aw.w)x =, Aw.w)Aw.w)
SgAw.w

Nad ramec definice lambda kalkulu povolujeme pojmenovavani lambda vyraz( pro jejich snazsi
pouZiti. Toho docilime pomoci z4pisu LET N = E, kde N je nové zavedené jméno lambda
vyrazu E.

Pozn.: Definice pravdivostnich hodnot a logickych spojek jsou soucasti dalSi otazky, zde jde jen
o demonstraci pouZiti klicového slova LET.

Pfiklad.
e LETTRUE=(QAXY.XY)
o LETFALSE=(QAXxy.yXx)
o LETOR=MAab.a(As.(Axy.xy)(At.Dh))
Pak Ize pouZit:
e OR TRUE FALSE = TRUE
o misto(Aab.a(As.(AXy.Xy)At.b) AXYy.XY)(AXYy.yX)=AXYy.XYy)
e OR FALSE FALSE = FALSE
o misto(Aab.a(As.AXy.Xy)At.b) AXYy.yX)AXy.yxX)=AXy.yXx)

Jde pouze o textovou definici, ne o rovnost, definované jméno se nesmi vyskytnout v rdmci
definice (a to ani nepfimo skrze jiné definice). Nelze tedy napsat nic jako:
e LETA=AX.AXX



o nelze, neni povoleno
e LETB=AXxy.Cyy,LETC=AXxy.xxB
o nelze, neni povoleno

At E je lambda vyraz. Rekneme, Ze lambda vyraz E je v normalni formé&, pokud neobsahuje
Zadné B redexy ani n redexy, tedy pokud neni mozné v ném proveést Zadnou 3 redukci anin
redukci.
e vyraz AXYy.XXjevnormalni formé
e wraz(Axy.xX)(Az.z)nenivnormalni formé
o lze provést 3 redukci
e vyraz AXYy.XYy nenivnormalni formé
o lze provést n redukci
At E je lambda vyraz. Provadime-li v ném postupné nejlevéjsi a nejvnéjsnéjsi 3 redukce a n
redukce, pak provadime redukce v normalnim poradi. Pokud je mozné posloupnosti B redukci
a n redukci transformovat E do normalni formy, pak je mozné toto provést posloupnosti redukci
v normalnim poradi:
o Axy.xx)Az.zx)(Az.X)=g Ay.Az.zx)(Az.zX))(Az.X) 23 (Az.z2X)(Az.zX)

-3 (AZ.ZX)X =2 XX

o provadéni redukci v normalnim poradi
o dosli jsme k normalni formé

¢ AXY.XX)AZ.ZX)Az.X)=2pgAXY.XX)(AZ.X)X) =2 (AXY.XX)X=25AYy.XX
o provadeéni redukci v jiném nez v normalnim poradi
o také jsme dosli k normalni formé, ale k jinému lambda vyrazu
Typicky pouzivAme pouze redukce v hormalnim poradi.

Lambda kalkul je model s vypocéetni silou ekvivalentni Turingovym strojlim. Turingovy
stroje mohou vyhodnocovat libovolné lambda vyrazy a pomoci lambda vyraz( Ize simulovat béh
libovolného Turingova stroje. Z toho plynou nasledujici dvé vlastnosti:
e lambda kalkul ma vysokou vyjadiovaci silu
o VvSe, co lIze algoritmicky FeSit, je mozné fesit pomoci lambda kalkulu
o pomoci lambda kalkulu je moZné definovat obvykle pouzivané struktury, jde tedy
o0 dostatecné silnou formalni bazi pro nékteré funkcionalni jazyky
e pohybujeme se na hranicich rozhodnutelnosti
o mnohé jednoduse definovatelné rozhodovaci problémy tykajici se lambda kalkulu
jsou nerozhodnutelné
o problém, zda dany lambda vyraz ma normalni formu, je nerozhodnutelny
m  mnohé lambda vyrazy nemaji normalni formu, provadéni 3 redukci nikam

nevede, napfiklad A X . XX X) AX . XXX) - (AX . XXX)(AX.XXX)(AX.

XX X) =g ...

m  pii vyhodnocovani 3 redexd tedy Ize “cyklit”, podobné jako mdze cyklit
béh Turingova stroje



m obecné neni rozhodnutelné, zda néjaka kone¢na posloupnost 3 redukci
povede k normalni formé
o problém, zda jsou dva lambda vyrazy B-ekvivalentni, je nerozhodnutelny
m at A, B jsou dva lambda vyrazy
m obecné je nerozhodnutelné, zda existuji lambda vyrazy Ey, E;, E, ..., En

1, En takové, Zze A = E;, B = E,a dale V1 <=k <= n: Ex, ~« Ey, kde ~ je

vzdy jedna z nasledujicich relaci:
[ J _)B: (_B

Pokud v textu najdete chybu, nebudete néCemu rozumét nebo budete mit dojem, Ze by bylo
vhodné néco doplnit, kontaktujte na discordu uZivatele kocotom.



