63. Konecné automaty (jazyky prijimane
KA, varianty KA, minimalizace KA,
Myhill-Nerodova veta).

KonecCny automat

Nedeterministicky koneény automat (NKA) je pétice A = (Q, Z, J, so, F), kde:
Q je kone¢na, neprazdna mnozina stavi

2 je abeceda (konec¢na, neprazdna mnozina symbol()

0:Qx I — 2%je prechodova funkce

so € Q je pocatecni stav

F < Q je mnozina koncovych stavu

Zapisem Q x £ — 2%rozumime zobrazeni z mnoziny Q x £ do mnoziny 29 Mnozina Q x
obsahuje dvojice (q, a), kde q je néjaky stav a a je symbol abecedy. Pokud zobrazeni & dostane
na vstup takovou dvoijici (q, a), pro kterou je & definovano, zobrazi jej na prvek mnoziny 29, tedy
na néjakou podmnozinu mnoziny Q. Jinak fe¢eno, zobrazeni & nam fika, do kterych stavu je
mozné prejit ze stavu q pfi prfecteni symbolu a.

Pozn.: Pfechodovou funkci je mozné chapat i tak, Ze je vzdy totalni (je definovana pro kazdy
mozny stav a symbol abecedy), ovéem v nékterych pripadech mize vstup zobrazovat na
prazdnou mnoZinu @, coz znamena, Ze z daného stavu s danym symbolem nevede prechod do
Zadného stavu.

Pozn.: Mnohdy se definuje i cela (neprazdna) mnozina pocéatecnich stavd, pfi¢emz pri béhu
automatu je pocatecni stav nedeterministicky zvolen.

Konec¢ny automat znazorniujeme jako orientovany graf s ohodnocenim hran symboly z mnoziny
>. Zdvojeny obvod uzlu oznacuje koncovy stav, Sipka vedouci do stavu odnikud oznacuje
pocatedni stav.

V nize uvedeném pfipadé A = ({so, q, f}, {a, b}, {((so, a), {q, f}), ((q, b), {f}), ((f, @), {f}), ((f, b),
{so})}, so, {f}), neboli

Q ={so, q, f}

2 ={a, b}

5(so, @) ={q, f}, 5(q, b) = {f}, 5(f, a) = {f}, 5(f, b) = {so}

F = {f}



a

At A=(Q, Z, 9, so, F) je koneCny automat. Konfigurace kone¢ného automatu je dvojice (q, w) €
Q x Z*. Konfiguraci rozumime aktualni stav vypoctu kone¢ného automatu, kde q oznacuje stav,
v némz se momentalné v béhu automatu nachazime, a w je dosud neprecétena Cast vstupu.

At A=(Q, 2, d, so, F) je konecny automat. Pfechodova relace - € (Q x Z*) x (Q x Z*) (+ se
nazyva turniket) je binarni relaci na mnoziné konfiguraci definovana nasledovné:

(g,aw) - (,w)eq,reQAraeZAwWeEZ*ATred(q, a),
tedy ze stavu q prejdeme do stavu r, pfiCemz ze vstupu pfeéteme symbol a, coZz ovSem
mulzeme udélat jen za pfedpokladu, ze takovy pfechod automat umoznuje. Ve vySe uvedeném
automatu napfiklad plati (so, abbaa) F (g, bbaa), nebot pokud se nachazime ve stavu sp a
preCteme symbol a, Ize pfejit do stavu q.

K pfechodoveé relaci Ize vytvofit jeji reflexivni a tranzitivni uzaveér ~*, coz je S-minimalni
nadmnozina relace  takova, Ze je navic reflexivni a tranzitivni. Jinak fe¢eno, do relace +
pfidame minimaini nutny pocet dvojic (minimalni vzhledem k relaci ©) tak, aby po této zméné
byla reflexivni i tranzitivni.

At A=(Q, Z, 9, so, F) je koneCny automat. Jazyk prijimany automatem je mnoZzina
L(A)={w e 2*|3f e F: (so, w) +* (f, €)},
tedy slovo je automatem pfijato tehdy, pokud je jeho &teni zapo&ato v po&atecnim stavu a
dokonc&eno v nékterém z koncovych stavi automatu. llustrujme pfijeti slova abbaa vyse
uvedenym automatem:
(so, abbaa) + (q, bbaa) + (f, baa) F (so, aa)  (f, a) F (f, €),
tedy
(so, abbaa) F* (f, €).

At % je abeceda. MnozZina vSech jazykll nad abecedou X je nespoCetna mnozina 2%". Mnozina
vSech jazyku, které mohou byt pfijaty kone€nym automatem pracujicim s abecedou Z, se
nazyva mnozina regularnich jazykt £; c 2%

Priklady regularnich jazyku nad abecedou % = {a, b}:

@, ¥* ={a, b}*

{€}, {a}, {b}, {a, b}, pfipadné libovolny koneény jazyk
{a" [n>=0}

{w € {a, b}* | #a(w) mod 2 = #,(w) mod 3 }

{w € {a, b}* | #a(W) = #o(w) A |w| < 10}



Priklady jazyk( nad abecedou Z = {a, b}, které nejsou regularni:

{a"b" | n >= 0}

{w € {a, b}* | #a(W) = #p(W) A |w| > 10}

{ww | w € {a, b}*}

{<S>| <S> je kdd Postova systému nad kodovou abecedou {a, b}, ktery nema feSeni}

Varianty kone¢nych automatu

Deterministicky konecny automat (DKA) je pétice A = (Q, Z, 8, so, F), kde

Q je konec¢na, neprazdna mnozina stavu

2 je abeceda (kone¢na, neprazdna mnozina symbolu)

d:Qx X — 2%je piechodova funkce, kde vge Q:va€e 2 :|5(q, a)| <=1
so € Q je po€atecni stav

F < Q je mnozina koncovych stavu

V pfipadé deterministického kone¢ného automatu je z daného stavu s danym symbolem mozné
prejit maximalné do jednoho dal$iho stavu. Kazdy deterministicky koneény automat je trivialné
nedeterministicky.

Pozn.: Pfechodovou funkci zde pro jednoduchost chapeme jako totaini (je definovana pro kazdy
mozny stav a symbol abecedy), pricemz v nékterych pripadech zobrazuje do jednoprvkové
mnoZiny, jindy do prazdné mnoZziny.

Rozsifeny kone¢ny automat (RKA) je pétice A = (Q, Z, 5, so, F), kde
e Q je konecna, neprazdna mnozina stavua

3 je abeceda (kone¢nd, neprazdna mnozina symbold)

5:Qx (XU {e}) — 2%je piechodova funkce

So € Q je pocatecni stav

F < Q je mnozina koncovych stavi

V pfipadé rozSifeného konecného je mozné vytvaret takzvané g-prechody, pfi jejichz pouziti
neni pre€ten zadny symbol ze vstupu (pfechod potom znadi pouhou zménu stavu v aktualni
konfiguraci). Kazdy nedeterminisicky kone¢ny automat je trivialné rozSifeny.

Uplné definovany (uplny) deterministicky koneény automat (UDKA) je pétice A = (Q, Z, J,
so, F), kde A je deterministicky automat s totalni pfechodovou funkci, pficemzvqe Q:vae ¥ :
|8(q, a)| = 1, tedy kazda dvojice (q, a), kde q je stav a a je symbol abecedy, je zobrazena na
mnozinu obsahujici pravé jeden stav. NemUze se tedy stat, Ze by v nékterém stavu nebylo
mozneé s nékterym symbolem provést pfechod.

At A=(Q, Z, 0, so, F) je iplny deterministicky kone¢ny automat a q, r € Q jsou dva stavy.
Rekneme, Ze fetézec w € X* rozliSuje stavy q,r < (q, w) H* (fr, ) A (r, W) F* (f, e) A (FFEF @



fo € F) ('@’ znaci exkluzivni OR, tedy XOR), tedy po docteni fetézce w ze stavll q, r se pravé v
jednom pfipadé ocitheme v koncovém stavu.

V nize uvedeném automatu stavy sq, q rozliSuje fetézec b, nebot (so, b) F* (q, €), kde q je
nekoncovy stav, a (q, b) F* (f, €), kde f je koncovy stav.

Cy a,b }L@ a,b =@_>a,b

At A=(Q, 2, d, so, F) je uplny deterministicky kone¢ny automat a q, r € Q jsou dva stavy. Stavy
q, r jsou k-nerozlisitelné (psano q =« r), pokud vw € £* : [w| <= k = w nerozliSuje stavy q, r.
Neexistuje tedy Zadny fetézec délky k nebo kratsi, ktery by rozliSoval stavy q, r. Stavy q, r jsou
nerozlisitelné tehdy, pokud plati, Ze vk € N : g =« r, tedy stavy jsou k-nerozliSitelné pro
libovolné pfirozené k. Jinak fe€eno, stavy q, r jsou nerozliSitelné tehdy, pokud by se shodovaly
jazyky automatu A v pfipadé, Ze by stav q byl po¢atecni a v pfipadég, Ze by stav r byl pocatecni.

At A=(Q, Z, 9, so, F) je koneCny automat. Stav q € Q je nedosazitelny (nedostupny), pokud
vw € Z*: 7((so, W) F* (q, €)), tedy do stavu g neni mozné dospét Zadnou konecnou sekvenci
prfechodl z po¢atecniho stavu.

At A=(Q, Z, 9, so, F) je uplny deterministicky kone€ny automat. Automat A je redukovany
(minimalni), pokud zadny jeho stav neni nedosazitelny a pro zadné dva ruzné stavy neplati, ze
by byly nerozli$itelné. Ke kazdému regularnimu jazyku existuje pravé jeden redukovany UDKA
(az na pojmenovani stavi).

Na nasledujicim obrazku vlevo je znazornén automat A, ktery neni redukovany, nebot’ stavy q,
gz jsou nerozliSitelné. Vpravo vidime ekvivalentni automat (pfijimajici stejny jazyk), ktery je
redukovany

Transformace variant konecnych automatu

PFedstavili jsme si modely NKA, DKA, RKA, UDKA, redukovany UDKA. V&echny tyto modely
maiji stejnou vyjadrovaci silu, tedy vSechny pfijimaji pravé tridu regularnich jazyka Ls.
Jednotlivé modely je mozné na sebe vzajemné prevadét. Pfedstavime si nékolik pfevodu.
VSechny ostatni vyplynou z tranzitivity.



Prevod NKA na RKA. Kazdy nedeterministicky kone¢ny automat je trivialné roz3ifeny, je jeho
specialnim pfipadem. Nepouziva v sobé epsilon pfechody, ale plné vyhovuje definici
roz8ifeného kone¢ného automatu. Neni tedy tfeba provadét Zadny prevod.

Prevod DKA na NKA. Kazdy deterministicky kone¢ny automat je trivialné nedeterministicky, je
jeho specialnim pfipadem. NepouZiva v sobé nedeterminismus, ale plné vyhovuje definici
nedeterministického kone¢ného automatu. Neni tedy tfeba provadét zadny pfevod.

Prevod UDKA na DKA. Kazdy uplny deterministicky kone&ny automat je trivialné
deterministicky, je jeho specialnim pfipadem. Neni tedy tfeba provadét zadny prevod.

Prevod redukovaného UDKA na UDKA. Kazdy redukovany uplny deterministicky kone&ny
automat je trivialné uplny deterministicky, je jeho specialnim pfipadem. Neni tedy tfeba
provadét zadny pfrevod.

Prevod NKA na DKA: Determinizace. At A = (Q, Z, d, so, F) je NKA. JelikoZ z jednoho stavu
muze byt mozné pfi ¢teni symbolu prejit do nékolika rdznych stavu, Ize zménit stavovy prostor
automatu tim zpusobem, ze tyto cilové stavy jako celek budou pfedstavovat jediny stav nového
automatu, aby bylo dosazeno determinismu. Plavodni stavovy prostor Q Ize tedy zménit na jeho
potenéni mnozinu 29

Pfevod probéhne nasledovné. Z NKA A = (Q, Z, d, so, F) konstruujeme DKA A’ = (Q’, 2, &, so’,
F’). Postupné budujeme stavovy prostor Q’. Kazdy stav automatu A’ bude né&jakou
podmnozinou mnoziny Q.

e S¢’ = {So}
e pokud q’ je jiz vytvofeny stav automatu A’, pak definujeme va e ¥ : &'(q, a) = U[r € q]
o(r, a)

e qgeF e©qeQ AgNF#Q,tedy stav oznaCime jako koncovy tehdy, pokud je jeho
prunik s mnozinou koncovych stavli pavodniho automatu neprazdny

Méjme nedeterministicky kone¢ny automat uvedeny na obrazku. Provedme jeho determinizaci.

Pouzijeme tabulkovou metodu, kdy postupné budujeme prostor dosazitelnych stav(. Sipka
doleva znazorfiuje pocatecni stav, Sipka doprava koncovy stav.

a b




—{1} {1, 2} )]
{1. 2} {1. 2} {3}
—{3} {1} {1, 2}

a,b
Pfevod RKA na UDKA. At A = (Q, Z, d, so, F) je RKA, q € Q. Definujeme zobrazeni e-uzavér :
Q 2%
g-uzavér(q)={re Q|awe Z*: (q, w) F* (r, w)}

g-uzaveér pro stav q je mnozina stav(, které jsou z q dosazitelné bez precéteni symbolu. Do ¢-
uzavéru stavu q tedy patfi samotny stav q a vSechny stavy, které jsou z q dosazitelné pomoci €-
pfechodl. Zobecnime g-uzavéry i pro mnoziny jako sjednoceni e-uzavérl pro jednotlivé prvky
vstupni mnoziny.

Pfevod probéhne nasledovné. Z RKA A = (Q, Z, &, so, F) konstrujeme UDKA A’ = (Q, Z, 0, so,
F’). Postupné budujeme stavovy prostor Q’. Kazdy stav automatu A’ bude né&jakou
podmnozinou mnoziny Q.
e s’ = g-uzaver(so)
e pokud q’ je jiz vytvofeny stav automatu A’, pak definujeme va e £ : &'(q, a) = ¢-
uzavér(d(q, a)), pficemz e-uzavér(d(q, a)) je novy stav, pokud dosud neexistuje. Kazdy
stav zde odpovida néjaké mnoziné stavu plvodniho automatu A
e qgeF eqeQ AgNF#0Q,tedy stav oznaCime jako koncovy tehdy, pokud je jeho
prunik s mnozinou koncovych stavli pavodniho automatu neprazdny

Mé&jme automat uvedeny na obrazku.



Vypoctéme e-uzavéry stavi:
e c¢-uzavér(1)={1, 2}
e c¢-uzaver(2) = {2}
e c¢-uzaver(3)=1{1, 2, 3}

Jelikoz stav 1 byl po¢atec¢ni, bude v novém automatu poc¢atec¢ni stav {1, 2}.
0'({1, 2}, a) = e-uzaver({1, 3}) = {1, 2, 3}

o'({1, 2}, b) = e-uzavér({3}) ={1, 2, 3}

o'({1, 2, 3}, a) = e-uzaver({1, 2, 3}) = {1, 2, 3}

0'({1, 2, 3}, b) = e-uzaver({1, 2, 3}) = {1, 2, 3}

Novy stav {1, 2, 3} je koncovy, nebot stav 3 byl koncovy v pldvodnim automatu.

@ a,b
H a,b

Prevod DKA na UDKA. Pii pfevodu deterministického koneéného automatu A na ekvivalentni
(pFijimajici stejny jazyk) uplné definovany konecny automat A’ sta&i vytvofit novy nekoncovy
stav (takzvany SINK stav, odtok). Pokud pro néktery stav q a néktery symbol a je v automatu A
hodnota &(q, a) = @, pak v automatu A’ zavedeme &(q, a) = {SINK}. Podobné &(SINK, a) =
{SINK} pro kazdy symbol a. Na obrazku vlevo je uveden deterministicky kone€ny automat A s
abecedou {a, b, c} a k nému ekvivalentni uplny deterministicky kone¢ny automat A’.

Prevod UDKA na redukovany UDKA: Minimalizace. At A = (Q, Z, 5, so, F) je UDKA. Po
odstranéni nedostupnych stavi postupné pocitame relace k-nerozlisitelnosti pro zvysujici se k
od 0 vySe. Ekvivalencni tfidy relace pfedstavuji kandidaty na stavy nového automatu. Jakmile
se relace v dalSim kroku nezméni, byly nalezeny stavy redukovaného automatu.



Uvazujme o uvedeném automatu.

Relaci 0-nerozliditelnosti Ize vypogist jednoduse, nebot dva stavy jsou 0-nerozliditelné tehdy,
pokud jsou oba koncové, nebo oba nekoncové. Vytvoiime ekvivalenéni tfidy | = {1, 2,4} a ll =
{3} relace =o. Nasledné pro viechny stavy a pro vdechny symboly vypiSeme, do které
ekvivalencni tfidy bychom dospéli, pokud bychom z jednotlivych stavi provedli krok pfi ¢teni
daného symbolu. To je uvedeno v tabulce nize.

= |stav| a b c
—l 1 I I I
2 I I
4 I I
Il 3 I I I

Vidime, Ze fadky pro stavy 1 a 2 se liSi. To znamena, ze ackoliv jsou tyto stavy 0-nerozliSitelné,
nejsou 1-nerozliditelné, nebot je rozliSuje fetézec b. PFi vypocltu relace 1-nerozliSitelnosti tedy
rozstépime existujici tfidy tak, aby se ve stejné tfidé nachazely stavy, které byly 0-nerozliSitelné
a souCasné meély v uvedené tabulce stejné ohodnocené Ffadky. Vznikne tak nova relace =1 s
ekvivalen¢nimi tfidami | = {1}, Il = {2, 4}, lll = {3}.

=y |stav]| a b c

-l 1 Il Il I




4 I 1l Il

{3 Il Il I

Jelikoz se v ramci kazdé ekvivalen¢ni tfidy shoduji ohodnoceni fadku, nasli jsme stavy
redukovaného automatu dané témito ekvivalen¢nimi tfidami. Nasledujici obrazek odpovida
redukovanému automatu. Lze snadno nahlédnout, zZe jsme slougili stavy 2 a 4, které v
puvodnim automatu byly nerozliSitelné.

Myhill-Nerodova véta

At A=(Q, Z, 8, so, F) je UDKA a q € Q je stav. Jazyk pFistupovych Fetézcii stavu g je
mnozina

L7(q) = {w € Z* | (so, W) F* (q, €)},
tedy mnozina vSech fetézcu, které by byly do¢teny ve stavu q, pokud by byly ¢teny z
pocatecniho stavu so. Jinak fe¢eno, L™(q) by byl jazyk automatu A, pokud by q byl jediny
koncovy stav. Uvazujme o nasledujicim automatu.

Jazyky pfistupovych Fetézcl jednotlivych stavd jsou nasledujici:
L"(so) = {e}

L (a1) = {a}

L"(g2) = {b}

L'(f) = {aa, bb} - {a, b}*
L'(SINK) = {ab, ba} - {a, b}*



Jelikoz je automat Uplny, lezi kazdy fetézec z mnoziny 2* v nékteré z vySe uvedenych mnozin.
Jelikoz je automat deterministicky, jsou tyto mnoziny po riznych dvojicich disjunktni. To ale
znamena, ze systém mnozin

{L"(s0), L™(a1), L(g2), L7(f), L"(SINK)} = {{e}, {a}, {b}, {aa, bb}{a, b}, {ab, ba}-{a, b}"}
je rozkladem mnoziny z*. Pfipomefime, Ze ke kazdému rozkladu mnoziny pfislusi néjakeé relace
ekvivalence na této mnoziné.

At A=(Q, Z, 8, so, F) je UDKA. Relaci ~ € * x ¥* nazveme pravou kongruenci, pokud
soucCasné

e ~ jerelace ekvivalence

e VU VWEZ2Z*:U~V=>UW~VW

e (Vu vEZ*:Va€eZXZ:u~v=ua-~va,cozje ekvivalentni s pfedchozim bodem)

Lze fici, Ze dva fetézce jsou v relaci pravé kongruence, pokud po jejich do&teni skonéime ve
stejném stavu automatu. Pokud jsou dva fetézce v relaci ~, pak budou v relaci i tehdy, pokud za
né pfipojime libovolnou pfiponu. To odpovida intuitivnimu chapani koneéného automatu. Pokud
dva fetézce docteme ve stejném stavu, bude jakykoliv dalsi béh automatu probihat v obou
pfipadech identicky, budeme pokracovat stejnou cestou nehledé na to, jakou dalSi pfiponu
preCteme. Relace pravé kongruence tedy vzdy popisuje néjaky uplny deterministicky
koneény automat, pokud ma pfislusny rozklad konecny pocet tfid.

JelikozZ je relace ~ ekvivalenci na mnoziné Z*, je ziejmé, Ze existuje rozklad Z*\ -, ktery je roven
systému mnozin pfistupovych fetézcl jednotlivych stavi automatu pfedstavenému vyse.

At A=(Q, I, d, so, F) je UDKA. Relaci ~. € =* x =* nazveme prefixovou ekvivalenci, pokud
soucasné

e ~_je relace ekvivalence

e VU VEZ iU~ Ve (VWEZ*:uWELSVWEL)

Aby byly dva fetézce v relaci prefixové ekvivalence, musi byt do¢teny ve stejném stavu
automatu, tedy prefixova ekvivalence je specialnim pfipadem pravé kongruence. Definice si
v8ak vynucuje, aby zadné dva stavy tohoto automatu nebyly nerozliSitelné. Pokud by to tomu
totiz doslo, platila by podminka (vw € 2* : uw € L & vw € L), ovSem fetézce u, v by nebyly v
relaci pravé kongruence. Prefixova ekvivalence je tedy specialnim pfipadem pravé kongruence
popisujici redukovany automat pro jazyk L, pokud ma pfislusny rozklad kone¢ny pocet tfid. To
znamena, Ze relace prefixové ekvivalence je nejvétsi pravou kongruenci vzhledem k relaci <.

Myhill-Nerodova véta je tvrzeni o regularnich jazycich, které dava do souvislosti kone¢né
automaty, relace pravé kongruence a relace prefixové ekvivalence. Jeji znéni je nasledujici:
e Nasledujici tfi tvrzeni jsou ekvivalentni:
o Pro jazyk L existuje DKA, ktery ho pfijima
o L je sjednocenim nékterych tfid rozkladu £* dle relace pravé kongruence ~ s
kone¢nym indexem (kone€nym poctem tfid rozkladu Z*/-)



o Relace prefixové ekvivalence ~. ma koneény index (konecny pocet tfid rozkladu
2*-L)

Myhill-Nerodovu vétu je mozné pouzit pro dikaz regularity, nebo neregularity jazyka L.
Chceme-li dokazat, ze jazyk L je regularni, najdeme relaci pravé kongruence ~ s kone¢nym
indexem takovou, Ze L je sjednocenim nékterych tfid rozkladu Z*/-. Chceme-li dokazat, ze
jazyk L neni regularni, ukazeme, ze relace ~. ma nekonecny index, tedy automat, ktery by L
popisoval, by musel mit nekonecny pocet stavu, coz odporuje definici koneéného automatu.
Jelikoz je prefixova ekvivalence nejvétsi pravou kongruenci, i vSechny pravé kongruence ~, kde
L je sjednocenim nékterych tfid rozkladu Z*/-, by mély nekonecny index. Z toho plyne, ze
neexistuje kone€ny automat, ktery L pfijima, tedy L neni regularni.

Ukazka diikazu neregularity pomoci Myhill-Nerodovy véty.
e Ukazme, Ze jazyk L = {a"b" | n >= 0} neni regularni

o Pro spor pfedpokladejme, ze L je regularni

o Z Myhill-Nerodovy véty plyne, Ze relace prefixové ekvivalence ~. ma konecny
index, tedy mGzeme si byt jisti, Ze je roven néjakému pfirozenému Cislu n, neboli
AneN:|Z*-L|=n
Vyberme n+1 slovz mnozZiny 2* : ¢, a, ..., a"

Zavedme parametryi,je N, kde 0 <=i<=n A0 <=j<=nAi#j, abychom se
obecné mohli odkazovat ke dvéma riiznym sloviim a', al z naseho vybéru slov

o Myhill-Nerodova véta fika, Ze Vu,ve2*:u~ ve (VWEeEZ*:uweL © vwe L),
tedy aby fetézce a', a byly v relaci ~_, muselo by platit vyw € £* : aw € L © alw €
L. Zkusme najit Fetézec w, ktery by tuto podminku porusil

o Zvolme w = b/, potom alb' € L, ale alb' & L, nebot jsme zavedli i # j, slova a/, al
tedy nejsou v relaci ~.

o To ale znamena, Ze zadna dveé r(izna slova z naSeho vybéru g, a, ..., a" nemohou
byt v relaci ~, nebot jsme se pomoci parametru i, j odkazovali k libovolnym
dvéma rdznym slovim z tohoto vybéru

o Pokud nejsou zadna dvé rlizna slova , a, ..., a" v relaci ~,, nemohou byt ve
stejné tfidé rozkladu Z*/~, tedy téchto tfid musi byt ur€ité nejméné n+1, nebot v
nadem vybéru je n+1 slov

o My jsme ale v uvodu fekli, Ze tfid rozkladu ¥*/-_ je pfesné n, coz je spor. Ukazalo
se, ze pro kazdé pfirozené Cislo n plati, Ze pocet tfid tohoto rozkladu je vy3Si nez
n, tedy je nekonecCny

o Spor vychazi z pfedpokladu, Ze L je regularni jazyk, tudiz L neni regularni

Ukazka diikazu regularity pomoci Myhill-Nerodovy véty.
e Ukazme, Ze jazyk L = {w € {a, b}" | #a(w) mod 2 = 0} je regularni
o Sestrojime relaci pravé kongruence ~ takovou, Ze L bude sjednocenim nékterych
tfid rozkladu 2*/- a relace ~ bude mit kone¢ny index
o Vu,veZ*:u~ve (#(umod2=#(v)ymod2=0Au#eAv#e)V (#(u) mod
2=#(v)mod2=1)v(u=v=¢)



o Rozklad Z*\- = {{e}, {w € {a, b}" | #a(w) mod 2 = 0}, {w € {a, b}" | #a(w) mod 2 =
1}}, tedy sjednocenim nékterych tfid tohoto rozkladu s kone€nym indexem
ziskame jazyk L

o L je tedy regularni

Pumping lemma pro regularni jazyky

Pumping lemma pro regularni jazyky je tvrzeni, které popisuje vlastnost, ktera musi platit pro
kazdy regularni jazyk. Pokud tedy pro néjaky jazyk tato vlastnost neplati, urcité neni regularni.
Timto zpisobem je mozné dokazovat neregularitu jazyka.

Intuice. Méjme DKA na obrazku.

Tento automat obsahuje cyklus, diky cemuz dokaze i pomoci konec¢ného stavového prostoru
pfijimat nekonecny jazyk. Pokud automat pfijima néjaky retézec, jehoz délka je vySSi nez pocet
stavu automatu, pak je jasné, Ze pfi tomto akceptujicim béhu bylo nutné néktery stav navstivit
vicekrat (projit cyklem).

Uvazujme o pfijeti slova w = abaaac. Jelikoz |w| = 6, ale automat ma pouze 4 stavy, jisté musi
pfi akceptujicim béhu slova w byt navstiven cyklus:
(so, abaaac) - (q, baaac) I (r, aaac) - (q, aac)  (r, ac) - (q, ¢) F (f, €)

Pokud bychom z tohoto akceptujiciho béhu dany cyklus vypustili, pak by takto prectené slovo
urcité bylo také pfijato:
(So, @@ac) + (g, aac) + (r, ac) (g, ) + (f, €)

Podobné, pokud bychom dany cyklus v libovolném kladném kone¢ném poctu zopakovali, takto
prectené slovo by rovnéz bylo automatem pfijato:
(so, aaabaaac) - (q, aabaaac) I (r, abaaac) I (q, baaac)  (r, aaac) - (q, aac) + (r, ac) - (q, ¢) + (f, €)



Navic, pokud ¢teme néjaké velmi dlouhé slovo (které je vyrazné delSi nez pocet stavl
automatu), musi byt navstiven cyklus uz nékdy ze zaCatku ¢&teni slova (ve stejném nebo niz8§im
poctu krokl nez je pocet stavll automatu), nebot' s kazdym krokem pfed prvnim navstivenim
cyklu snizujeme mnozinu stavd, které jesté nebyly navstiveny. Jakmile tuto mnozinu
vyprazdnime, dalsi krok nas jisté povede do stavu, ktery jsme uz dfive navstivili (uzavieme
cyklus).
(S0, aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaac)
(q, aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaac) +
(r, aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaac) +
(q, aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaac) +
(q, aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaac) +*
B

(.¢)

Tyto tfi vlastnosti vyuzijeme pfi formulaci Pumping lemmatu pro regularni jazyky
Lels=>(3k>0:VweZ*:weLA|w|>k=>
Ix,y,z€X*:xyz=wA|y|>0A|xy|<=kAVieEN:xyzel)

Jinak fe€eno, pokud je jazyk L regularni, pak existuje dostate¢né vysokeé ¢&islo k (mizeme
chapat napfiklad jako pocet stavll automatu pfijimajiciho dany jazyk), ze kazdé slovo, které
patfi do jazyka L a je delSi nez k, Ize rozdélit na tfi ¢asti x, y, z (Ize chapat tak, ze Cast x je ¢ast
slova ¢tena pred navstivenim prvniho cyklu, ¢ast y je ¢ast slova ¢tena v ramci prvniho béhu
cyklem a &ast z je zbytek slova), pfiCemz €ast y je neprazdna (nebot' v ramci béhu cyklem je
nutné néco precist), €asti x, y jsou pomeérné kratké (nebot’ prvni béh cyklem je dokoncen uz
velice brzy ze zaCatku &teni slova) a ¢ast y Ize v libovolném koneéném poctu zopakovat,
pfiCemz takto pfectené slovo stejné bude automatem pfijato (nebot’ po€et provedeni cyklu nijak
neovlivni dosazeni koncového stavu, pokud puvodni slovo automatem pfijato bylo).

Jde o vlastnost, ktera pfimo plyne z konstrukce kone¢nych automatu pfijimajicich nekone¢né
jazyky. Pokud tedy néjaky jazyk tuto vlastnost nema, nelze pro n&j zkonstruovat kone¢ny
automat, tedy neni regularni.

Pumping lemma pro regularni jazyky plati i pro koneéné jazyky, ackoliv automaty pfijimajici

takove jazyky nemaji zadné dosazitelné a soucasné ukoncujici cykly, které by bylo mozné v
bé&hu opakovat, nebo vypoustét. UvaZujme o nasledujicim automatu.

/\Q—@

Tento automat pfijima konec¢ny jazyk {a, aa, bb}. Pokud bychom v Pumping lemmatu zvolili k =
5, pak by bylo lemma splnéno i pro tento konecny jazyk, nebot’ Zadné slovo z n&j neni delSi nez



k, tedy leva strana implikace na pravé strané& Pumping lemmatu by nebyla nikdy splnéna, tudiz
prava strana Pumping lemmatu by platila vzdy.

Toto ovSem plati pouze pro kone¢né jazyky, nebot v nich jsou délky fetézcu shora ohraniceny.

Dukaz neregularity pomoci Pumping lemmatu. Pro dikaz neregularity pomoci Pumping
lemmatu pfevedeme Pumping lemma do tvaru obménéné véty.
(Vk>0:3weX*:welLA|w|>kA
VX,y,ZEZ*:xyz=WA|y|>0A|xy|]<=k=>3JieN:xyz¢gL)=>L ¢&Ls

Pokud pro jazyk L ukazeme, Ze leva strana Pumping lemmatu ve tvaru obménéné véty plati,
pak z toho plyne, Ze jazyk L neni regularni. Ukazme dukaz neregularity jazyka L = {a"b" | n >=
0}.

Uvazujme o libovolném k > 0. Pro kazdé takoveé k zvolme fetézec w € L, ktery je delSi nebo
stejné dlouhy jako k. Zvolme napfiklad w = a*b¥, toto slovo vzdy patfi do jazyka L a je del$i nez
k. Nyni uvazujme o vSech moznych rozdélenich w = xyz, ktera splfiuji ty podminky, ze |y| > 0 a
[xy| <= k. Tato rozdéleni muzeme vyjadfit nasledovné:

X =a“
z = akoBpk

kdea+ B €N, B> 0aa+ B <=k. Lze snadno nahlédnout, ze xyz = a%afa*Pfpk = akbk = w.

Takto jsme parametricky vyjadrili veSkera mozna rozdéleni splriujici dané pozadavky. Nyni
zvolme i = 2 a studujme slovo W' = xy'z = xy?z = a%a?Pak*Ppk = gk*Ppk ¢ L, nebot B > 0, coz

odporuje definici jazyka L, nebot pocty symboll a, b se nerovnaji. Splnili jsme levou stranu
obménéneé véty, tedy jazyk L neni regularni.

Pokud v textu najdete chybu, nebudete né¢emu rozumét nebo budete mit dojem, Ze by bylo
vhodné néco doplinit, kontaktujte na discordu uZivatele kocotom.



